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Tallforstaelse - beregning

Kilpatrick, Swafford og Findell (2001) beskri-
ver matematisk kompetanse som sammensatt
av fem komponenter: begrepsmessig forstéelse,
beregning, anvendelse (strategisk tenking),
resonnering og engasjement. Disse fem kompo-
nentene ses tett sammenflettet og er avhengige
av hverandre.

I en serie pa fire artikler i Tangenten vil
ulike aspekter ved tallforstaelse pa mellomtrin-
net knyttet til hver av de fem komponentene av
matematisk kompetanse bli presentert og drof-
tet. Aspektene er basert pa forskning og utvi-
klingsarbeid knyttet til matematikkdidaktiske
prosjekt om arbeid med tall pd mellomtrinnet.
Artiklene vil vise hvordan tallforstaelse kan
komme til uttrykk i undervisning, dette blir
eksemplifisert gjennom episoder fra 4.-7.trinn. I
Valenta (2016) ble begrepsmessig forstaelse dis-
kutert. Denne artikkelen handler om beregning.

Beregning

handler om kunnskap om ulike matema-
tiske prosedyrer/strategier, ndr og hvordan de
kan brukes, og d kunne utfore dem noyaktig,
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Artikkelen er del 2 i en serie pa fire artikler.
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fleksibelt og hensiktsmessig. P4 engelsk heter
denne komponenten av matematisk kompe-
tanse procedural fluency. Boaler diskuterer i
(2016) begrepet fluency knyttet til arbeid med
regneoperasjoner, altsd det som kalles bereg-
ning her, og papeker at begrepet ikke handler
om memorering og faktakunnskap, men om
d behandle tall og operasjoner fleksibelt, veksle
mellom ulike prosedyrer og representasjoner
og foreta hensiktsmessige valg i en gitt situa-
sjon. Det innebeerer innsikt i ulike egenskaper
ved og relasjoner mellom tall og operasjoner og
evnen til 4 utnytte dem i arbeid med aritmetiske
problem.

Tradisjonelt har standardalgoritmer for de
ulike regneartene hatt en sentral plass i arbeid
med tall i skolen. Forskning viser til flere pro-
blematiske sider ved det. En studie gjennomfert
av Kamii og Dominick (1997) viser at elever
som er vant til en tradisjonell undervisning
med fokus pa algoritmer og gving pa a bruke
dem, gjor det darligere nar de skal regne ut
ulike regnestykker enn elever som har arbei-
det med a utvikle varierte strategier og bruke
dem fleksibelt avhengig av de involverte tallene.
Fosnot og Dolk (2001, 2002) papeker at stan-
dardalgoritmene er blitt utviklet i en annen tid,
da det ikke var noen digitale hjelpemidler, og at
de er utviklet til & veere sa effektive som mulig.
Effektiviteten i dem baserer seg blant annet pa
d ikke betrakte de involverte tallene som helhet,
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men behandle siffer for siffer. En slik tilneerming
kommer ofte i konflikt med utvikling av elevers
forstaelse for strategien som brukes, og elevene
leerer algoritmer bare som regler og oppskrifter.
En konsekvens av det kan vere at elever slutter a
prove a finne en madte d tenke pd som gir mening
for dem. De slutter ogsé & tenke pé hva de ulike
regneoperasjonene egentlig gjor med tallene, og
de vurderer ikke svarene de far. Elever prover
bare & huske oppskriften og anvende den pa
riktig mate. Man kan si at elevers utvikling av
tallforstéelse kan stoppe opp i mete med algo-
ritmer (Fosnot og Dolk, 2001). Dette medferer
et spersmal om hvorvidt standardalgoritmene
ber arbeides med pa skolen i det hele tatt, nar
béde utviklingen av elevenes tallforstaelse og
samfunnsutviklingen tas i betraktning. Pa en
annen side kan det argumenteres for at det er
effektive prosedyrer som har blitt utviklet og
vist seg & vaere nyttige gjennom historien. Det
er dessuten mulig & naerme seg algoritmer pa en
annen mate, over lang tid, gjennom arbeid med
elevers resonnering og forstaelse, som en av de
ulike strategiene det arbeides med (se Johnsen-
Hoines, 2006).

Denne artikkelen tar ikke stilling til om
elever skal bli kjent med standardalgoritmer
eller ikke. Det som er viktig, er at elever skal
utvikle ulike strategier i arbeid med regneope-
rasjoner, kunne bruke dem fleksibelt og hen-
siktsmessig og at strategiene bygger pa elevers
resonnering (se for eksempel Anghileri, 2006;
Carpenter, Fennema, Franke, Levi & Empson,
1999). Utvikling og bruk av strategier skjer i
samspill med ulike relasjoner, representasjo-
ner og egenskaper ved tall og regneoperasjoner.
Estimering har en viktig rolle i prosessen (se for
eksempel Dehane, 2011; Kilpatrick m.fl., 2001).
Under estimering resonnerer man om den gitte
operasjonen, man vurderer tallstorrelser og tar
i bruk ulike egenskaper ved tall og operasjoner.
Estimering er ogsa viktig i arbeid med matema-
tisk modellering og anvendelse.
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Som Kilpatrick m.fl. (2001) diskuterer, er

de ulike komponentene i matematisk kompe-
tanse knyttet tett ssammen og stetter hverandre.
I diskusjoner om beregning er det viktig & se
aspekter knyttet til begrepsmessig forstaelse,
resonnering og anvendelse som del av en helhet.
Folgende aspekter kan sees som sentrale nar det
gjelder beregning (de har ssmmenheng de andre
komponentene ogsa):
Utvikling av varierte strategier handler om a
kunne utvikle strategier i arbeid med regneope-
rasjoner. Fosnot og Dolk (2001, 2002) fremhever
betydningen av at elever utvikler ulike strategier
med utgangspunkt i regnefortellinger og illus-
trasjoner. Nar strategier utvikles pd den maten,
er det enklere for elevene selv a vurdere hva som
kan gjores, og hva som ikke gir mening. Over-
ganger mellom de ulike representasjonene er
av stor betydning i denne utviklingen. Hvis en
strategi utvikles for eksempel gjennom en reg-
nefortelling, er det viktig at den ogsa beskrives
symbolsk. Det kan virke til at en bevissthet om
fremgangsmaten generaliseres utover den gitte
konteksten. Arbeid med tallmenster kan ogsa
veere utgangspunkt for utvikling av variere stra-
tegier (se for eksempel Shumway, 2011; Parrish,
2010). Eksempler:

- For a regne ut antall drops i 4 poser med
49 drops, kan man utnytter at 49 drops er
1 feerre enn 50. Da kan man regne ut 4 - 49
45

som4-50-4-1.
Lf‘SO @
449 = 4+50-4

- Regneut 3 - 17 ved a tenke pa 17 som 17

klosser som deles opp i 10 og 7. Da kan 3 -
17sessom 3-(10+7)=3-10+3-7
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- Man kan tenke pa 501 - 398 som diffe-
ransen mellom tallene pa tallinje og regne
«bakover».

501 -398=1+100+2
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- 12:4=3
12:2=6
12:1=12
12:% =2
Hva er likt, og hva er forskjellig i de tre
forste regnestykkene? Er det noen relasjo-
ner mellom tallene? Hva kan svaret pa det
siste regnetykket veere hvis vi skal folge
mensteret?

Bruk av varierte strategier bestar i a beherske
ulike skriftlige og muntlige strategier i arbeid
med tall og regneoperasjoner og a kunne bruke
estimering og digitale hjelpemidler. I denne
artikkelen skilles det ikke spesielt mellom
muntlige og skriftlige strategier, siden det gjerne
er den samme tenkingen som ligger i bunn, og
det avhenger av tallene om det kan vere ned-
vendig & notere noe underveis (se ogsa Fosnot &
Dolk, 2002; Carpenter, Fennema, Franke, Levi
& Empson, 1999). I de ulike regnestrategiene er
det forskjellige egenskaper ved tall, posisjons-
systemet og operasjoner som utnyttes. Eksem-
pler:

- For a estimere 75 - 89 kan vi runde av 89 til
100 og se at svaret ma veere under 7500.
Man kan resonnere videre at svaret er
ca. 90 % av 7500 og mé ligge i omradet
6500-7000.

- Noen forslag for mulige strategier/frem-
gangsmater for a beregne 75 - 89 eksakt kan
vaere:

(10+10+ 10+ 10+ 10 + 10 + 10 + 5) -89
7-(10-89) + (10-89):2
(100 - 25) - 89, der 25 - 89 er en firedel av
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100 - 89
% - (100 - 89)
75 . (100 - 10 - 1) 7500 “750*75
- Ideforskjellige strategiene utnyttes egen-
skapene ved multiplikasjon og de invol-
verte tallene, posisjonssystemet og ulike
referansetall.
- Noen mulige strategier for a regne ut
127 + 206 der man utnytter posisjons-
systemet samt assosiativ og kommutativ
egenskap for addisjon, kan vere:

120 + 200 + 7 + 6 = 320 +13
127 +200+ 6 =327 +6
206 +120 + 7=326+7
130 +206 -3=336-3
130 +210-3-4=340-7

Valg av en hensiktsmessig strategi handler om &
kunne vurdere hvilken strategi som kan vere
hensiktsmessig for det gitte regnestykket og
for den gitte situasjonen. Selv om det kan vare
mange fremgangsméter for 4 finne svar i et
gitt regnestykke, er gjerne noen strategier mer
hensiktsmessige enn andre for akkurat de gitte
tallene. I mange situasjoner, spesielt de som er
knyttet til dagliglivet, er det heller ikke sa viktig
med et helt noyaktig svar, det holder med et
estimat. Videre, i situasjoner der neyaktig svar
er viktig, der utregninger ikke star i fokus, og
der tallene er «lite pene», kan bruk av kalkulator
veere mest hensiktsmessig. Eksempler:

- For aregne ut 0,25 - 36 kan det vere hen-
siktsmessig a utnytte det som er spesielt
med tallet 0, 25 - det at det er det samme
som en firedel. 0,25 - 36 er slik det samme
som en flerdedel av 36, og det er 9.

- For aregne ut 17 - 98 kan det veere lurt a
utnytte at 98 er neer 100. Strategien blir da
17 -100 - 17 - 2 = 1700 - 34.

- For & regne ut 235 - 197 kan en hensikts-
messig strategi veere 4 gke begge tallene
med 3. Da far man et enklere regnestykke
238 - 200, og differansen er fortsatt den
samme.
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En annen strategi som kanskje er like
hensiktsmessig, er a ta 200 som referanse-
tall og se pa begge de involverte tallene ut
fra det — differansen mellom 235 og 200 er
35, mellom 200 og 197 er det 3; differansen
mellom 235 og 197 er da 35 + 3.

- Her er det lite hensiktsmessig 4 dele opp
begge tallene ut fra posisjonssystemet (som
i standardalgoritmen).

- For a finne ut hvor mange pakker drops
man kan kjepe for 100 kroner nar hver
pakke koster 11,90 kr, kan det vaere hen-
siktsmessig & runde av prisen og estimere.

- Isituasjoner der man trenger et noyaktig
svar pa regnestykker som 68 - 842 eller
134,24 : 51,2 er bruk av digitale hjelpemid-
ler et naturlig valg.

Effektivitet og noyaktighet er viktige elementer
i arbeid med regneoperasjoner. Arbeid med
matematiske problem krever ofte en del utreg-
ninger, og det kan veere greit at man etter hvert
kan utfere dem uten & veere nedt til a tegne og
telle. Effektivitet og neyaktighet i beregning
bygger pa automatisering av enkle tallfakta,
et spekter av referansetall og et bredt utvalg av
strategier man kan velge mellom. Som Boaler
(2016) diskuterer, er automatisering av enkle
tallfakta som 9 + 5 = 14 og 12 - 10 = 120 viktig
for videre arbeid med tall. Det er imidlertid
viktig at leeringen ikke handler om ren memore-
ring. Erfaringer med tallfakta i ulike situasjoner,
gjennom ulike representasjoner og med fokus
pa strukturer og relasjoner vil etter hvert fore til
automatisering. Erfaringer med ulike strategier
og diskusjoner om hvilke som kan vere hen-
siktsmessige i en gitt situasjon, kan legge til rette
for en gradvis effektivisering av valg av strategi
for & lose et gitt problem og utnyttelsen av fak-
takunnskap. Eksempler:

- En effektiv strategi for & regne ut 128 : 8
kan veere a se 128 som 12 tiere og 8 enere,
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og det skal deles pa 8. Det gir 1 hel tier til
hver. Da er det 48 enere igjen. 48 : 8 er 6 og
svaret blir 10 + 6 = 16.
I strategien gis divisjonen «deles pa et
antall personer» mening. Posisjonssystemet
og veksling mellom tiere og enere utnyt-
tes for a ta i bruk faktakunnskap og gjere
utregningen enklest mulig.

- Nar man skal regne ut 75- 89, kan det vere
en effektiv strategi a ta utgangspunkt i at
75-100 = 7500 og s& subtrahere en tidel og

en hundredel. 7500 _ 750 _ 75

Da utnyttes strukturen av tallet 89 som
100 - 10 - 1. Det gjores for a kunne utnytte
at multiplikasjon med 100, 10 og 1 er (etter
hvert) faktakunnskap. Utregningen blir na
enkel nok til at mange kan regne det ut i
hodet.

Eksempler fra undervisning

Det er mye matematisk tenking, utforskning og
diskusjon som skal til for & utvikle god kom-
petanse innenfor beregning. Undervisningen
elever gis mulighet til & delta i, har stor betyd-
ning, og det stilles store krav til laereren i utfor-
ming av undervisning som legger til rette for at
elever skal utvikle varierte strategier som de for-
star og klarer a bruke hensiktsmessig og effek-
tivt. Arbeid med a regne ut ulike regnestykker
kan ikke beere preg av oppskrifter og gving. Det
kjennetegnes av resonnering, estimering, bruk
av ulike representasjoner, soking etter monster,
av diskusjon og argumentasjon. Aktivitetene
som brukes i undervisningen ma vare neye
gjennomtenkte, regnestykkene og de involverte
tallene valgt ut slik at de fremmer konkrete stra-
tegier eller ideer som enskes diskutert.

I analysen av det faglige innholdet i epi-
sodene fra praksis nedenfor' belyses spesielt
aspektene knyttet til beregning som kommer
til uttrykk.
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Skredder og skjerf
P4 sjette trinn ensker leereren a diskutere divi-
sjon med brek med elevene. Han utformer fol-
gende oppgave med tanke pa det:

En skredder har 6 meter stoff og skal sy
skjerf.

a) For hvert skjerf trenger han 1/2 meter
stoff. Hvor mange skjerf kan han sy? Tegn
og skriv et regnestykke som kan passe til
regnefortellingen.

b) Enn hvis han skal sy en annen type skjerf
som er slik at det trengs 1/4 meter stoff for
hvert skjerf? Blir det flere eller feerre skjerf
enn i stad? Kan man finne ut hvor mange
skjerf det blir, uten & regne pa nytt? Hvor-
dan? Hvilket regnestykke passer til denne
regnefortellingen?

c) For en tredje type skjerf trengs det 3/4
meter stoff for hvert skjerf. Blir det flere
eller feerre skjerf enn i b), enn i a)? Kan
man finne ut hvor mange skjerf det blir
uten a regne (helt) pa nytt? Hvordan? Hvil-
ket regnestykke passer til denne regnefor-
tellingen?

Lereren planlegger & presentere oppgaven
muntlig, la elevene arbeide i grupper og ha
en felles diskusjon etter hver deloppgave. Som
sentrale momenter i diskusjonen ser han for seg
ulike strategier og sammenhenger mellom disse.
Videre har han som mal 4 fa frem at dette er en
kontekst som er aktuell for divisjon, og at de
ulike strategiene pa ulike mater skal represen-
teres ved bruk av tegninger, tallinje og symboler.
Spesielt gnsker han & diskutere hva som skjer
med svaret pa et divisjonsstykke nér divisor
minker eller oker med en gitt faktor, og hvor-
dan relasjonen kan utnyttes nar man skal dele
med brek.

Han noterer ogsa et spersmal som kan dis-
kuteres til slutt:

a) Hva med regnestykket 10 : 5/4? Hvordan
kan vi finne svaret pa det? Kan vi tenke oss
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en regnefortelling som passer til det reg-
nestykket, og som vi kan bruke til & finne
svaret? (Hvis stille, tipse om skredder. Men
sa sporre om det kan veere noen andre
situasjoner.)

Hensikten med opplegget er at elevene skal utvi-
kle varierte strategier i arbeidet med deling med
brek. Laereren velger en oppgave som legger til
rette for at utviklingen skjer med utgangspunkt
i en regnefortelling. Han velger tallene slik at
det er samme dividend hele tiden, og at det
blir ulike relasjoner mellom divisorer som han
onsker at elevene skal ta i bruk i utviklingen av
strategier: % er halvparten av 4, % er tre ganger
storre enn Y4. Videre kan relasjoner mellom % og
1 (at Y2 er halvparten av tallet 1) og % og 1 (at %
er fire ganger mindre enn 1) veere interessante &
utnytte og diskutere med elevene.

Under arbeidet med deloppgave a) bruker
elevene ulike strategier for a komme frem til at
det blir 12 skjerf, men er usikre pa om hvilket
regnestykke som kan passe til situasjonen. Flere
foreslar at det er 6 - 2 = 12, siden det beskriver
strategien de har brukt, men kjenner ikke igjen
selve situasjonen som en (malings-)divisjon 6 :
Y5 = 12. For & hjelpe elevene med & kjenne igjen
at det er en divisjonssituasjon, sper laereren om
hvilket regnestykke det ville veert om skred-
deren hadde 6 meter stoft og skulle sy skjerf
pé 2 meter. Noen elever foreslar regnestykket
2. =6, andre foreslar 6:2 =_. I samtalen med
elevene innser leereren at elevene ikke har arbei-
det nok med divisjon som malingsdivisjon til
at regnefortellingen oppleves som en naturlig
inngang til diskusjon om divisjon. Han velger &
ikke presse videre pé det i den gkta, men heller
a vende tilbake til det senere.

I videre arbeid med deloppgave b) og c) dis-
kuteres ikke divisjon mer. Elevene resonnerer
innenfor konteksten med skredder og skjerf og
bruker tegninger. De viser at antall skjerf i b)
er dobbelt sa stort som i a), og at antallet kan
finnes ved a multiplisere hele lengden med 4.1 ¢)
viser de at antallet er en tredjedel av antallet i b).
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Det er viktige sammenhenger som disku-
teres i timen. Regnefortellingen abstraheres
etter hvert til «uendelig sma skjerf» som da gir
«uendelig mange skjerf», og elevene inviteres
til resonnering knyttet til viktige matematiske
ideer. Men siden regnefortellingen og de ulike
strategiene ikke blir knyttet til divisjon og gene-
ralisert pa den méaten utover situasjonen med
skredder og skjerf, legger ikke timen opp til
utvikling av varierte strategier innenfor divisjon
i den grad det var planlagt pa forhand. Grunnen
til det var elevers utrygghet med ulike repre-
sentasjoner av divisjon, mélingsdivisjon i dette
tilfelle.

Eksempelet viser tydelig hvordan begreps-
messig forstaelse og beregning er knyttet tett
sammen og avhenger av hverandre. Det viser
ogsé at leereren bruker skjenn i hvor hvor langt
han utvider omradet for den matematiske akti-
viteten, og hvordan han noen ganger ma la stoft
kunne bli hentet opp ved senere anledning.

12:149

Pé femte trinn presenterer laereren en streng av
relaterte regnestykker (se f.eks. Fosnot & Dolk,
2002), og hensikten er & diskutere ulike stra-
tegier innen multiplikasjon. Oppgavestrengen
timen er utformet rundt, er:

2-150
10 - 150
12 - 150
12 - 149

For hvert regnestykke diskuteres det ulike mater
a tenke pa og sammenhenger mellom strategi-
ene og regnestykkene. Strengen er utformet for
a fremheve spesielt bruk av den distributive
egenskapen gjennom sammenhengen mellom
de forste to stykkene og det tredje: 12 - 149 = (10
+2)-150=10-150 + 2 - 150. I tillegg til den dis-
tributive egenskapen utnyttes her posisjonssys-
temet og multiplikasjon med 10, og strategien
er egentlig den samme som er utgangspunktet i
standardalgoritmen for multiplikasjon.

tangenten 2/2016

d*’f—&ﬁﬂrb 04,2 43 34| 1?52130 3,0

23336 39 42454851 5¢ P 4o | 57
636k b3 KL ASIRBRI 84 87 G0,
9396 17 fa2 oS\ Il Y U7 Ro
eyt nnd 2geal it 33
O9e83:43  05-/0- 3

Strategien der man bruker det tredje for &
regne ut det fjerde regnestykket,

12-149=12-(150-1)=12-150-12 - 1,
er ogsa basert pa den distributive egenskapen,
men her utnyttes ikke posisjonssystemet, men
150 som et referansetall og regnestykket 12 - 150
som faktakunnskap.

I episoden er bruk av ulike strategier er et sen-
tralt aspekt. Videre diskuteres valg av en hen-
siktsmessig strategi ved at strategier der man
utnytter relasjoner mellom de involverte tallene
og situasjonen der noen regnestykker allerede er
kjent, fremheves.

Telle i kor med 0,3 fra 0,3

Pa syvende trinn teller elevene i kor fra 0,3 i steg
pé 0,3. Leereren noterer tellingen pa tavla, rad
for rad, med ti tall i hver rad. Laereren stopper
opp flere ganger underveis i tellingen, og ulike
relasjoner og menster som kommer frem, dis-
kuteres og noteres pé tavla.

Telling i kor kan bidra til automatisering av
enkle tallfakta og dermed utvikling av effek-
tivitet og noyaktighet. Aktiviteten er videre en
gving i bruk av hoderegning, og diskusjoner
underveis om menster og relasjoner som elev-
ene legger merke til i tabellen, kan brukes til &
fremheve bruk av ulike strategier og sammen-
henger mellom dem (mer om aktiviteten kan
leses i f.eks. Shumway, 2011).

Beregning er viktig for utvikling av elevers
tallforstaelse og videre arbeid med matematikk,
men det er viktig & huske at den er tett knyttet
til de andre komponentene av matematisk kom-
petanse — begrepsmessig forstaelse, resonne-
ring, anvendelse og engasjement, og at de ulike
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komponentene «vokser» sammen. Det betyr at
det ikke er slik at «bare elevene blir flinke til &
regne, sa kommer forstaelsen etter hvert», noe
man ofte kan hore. «Flink til & regne» innebae-
rer mye mer enn & kunne folge et gitt oppsett.
Beregningskompetansen er kompleks, og dens
utvikling krever mye innsats bade fra lerer og
elever. Utforskning, resonnering og rike mate-
matiske samtaler kan ikke vaere forbeholdt bare
noen spesielle grublere og lignende. De ma kjen-
netegne arbeid med det som ofte betraktes som
de kjedeligste oppgavene i matematikk — de som
gar ut pd 4 regne ut noen regnestykker.

Note
1 Eksemplene fra praksis er utviklet innen prosjek-

tet «Mestre Ambisigs Matematikkundervisning»
ved Matematikksenteret, og filmene eksemplene
er hentet fra er lagt ut pa:
http://www.matematikksenteret.no/con-
tent/4793/Innholdsside.

Aktivitetene er fra filmene med tilsvarende
overskrift. P& siden kan det ogsa leses mer om de

ulike typene aktiviteter som diskuteres her.
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