Anita Valenta

Tallforstaelse

- anvendelse og engasjement

Det sies ofte at tallforstaelse er viktig for elevers
matematikklering, men det er ikke dpenbart
hva tallforstéelse inneberer. Kilpatrick, Swaf-
ford og Findell (2001) beskriver matematisk
kompetanse som bestdende av fem kompo-
nenter, og denne beskrivelsen kan vere et
utgangspunkt i en analyse av hva tallforstdelse
kan ga ut pa. I de foregiende tre numrene av
Tangenten ble begrepsmessig forstaelse, beregn-
ing og resonnement diskutert. Denne artikkelen
drefter ulike aspekt ved anvendelse og engas-
jement knyttet til tallforstaelse, eksemplifisert
med episoder fra grupper pé 4. til 7. trinn.!

Anvendelse (strategisk tankegang)

innebeerer & kunne gjenkjenne og formulere
matematiske problem, representere dem pé en
hensiktsmessig méte, tenke fleksibelt i utvikling
av en lgsningsstrategi og vurdere hvor rimelige
lgsningene er. Denne komponenten svarer til
kompetansen knyttet til det man ofte kaller
problemformulering og problemlesing i
matematikkdidaktisk litteratur (Kilpatrick et
al., 2001). Med matematiske problem menes
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der  matema-
tikk kan anv-
endes, men
ogsa abstrakte
matematiske
problem og
sporsmal. Kjen-
netegnet pa et
problem er at man ikke har opparbeidet rutine
for & lose det. Man trenger & utvikle en strategi.
Dette inneberer at det som er et problem for
noen, ikke trenger & veere det for andre. Eks-
emplene og diskusjonen har denne forstaelsen
av matematisk problem som utgangspunkt.

P& skolen er det viktig at elevene far
mulighet til & arbeide med problem som de
ikke har opparbeidet en lgsningsrutine for (se
for eksempel DiMatteo & Lester, 2010). Det
er viktig fordi det ofte er denne typen prob-
lem de meter utenfor skolen. Det er en sentral
del av matematisk kyndighet & kunne arbeide
med slike problem (Schoenfeld, 1992). Videre
bidrar arbeid med matematiske problem til &
forstd matematiske begrep, ideer, relasjoner og
prosedyrer. Det bidrar til & kunne utvikle og
bruke varierte strategier fleksibelt og effektivt i
arbeid med matematikk generelt (se Carpenter
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et al., 1999). Sett gjennom bekrivelsen Kilpat-
rick et al. (2001) gir av matematisk kompetanse,
kan man si at anvendelse (strategisk tankegang)
i seg selv er en sentral komponent i matematisk
kompetanse, men ogsé vesentlig for a utvikle
de andre komponentene som matematisk kom-
petanse bestar av.

I undervisning er det er mulig a arbeide
med matematiske problem isolert fra andre
matematiske tema ved a legge vekt pa a utvikle
og diskutere problemet. Stadig flere studier (se
for eksempel Stein, Boaler & Silver, 2003) frem-
hever derimot at integrering av arbeid med
matematiske problem i arbeid med konkrete
matematiske tema gir storst leeringseffekt. Dette
gjelder bade anvendelse (strategisk tankegang)
i seg selv og som stette til a utvikle de ovrige
komponentene ved matematisk kompetanse.
Folgende aspekt kan sees som sentrale nar
det gjelder anvendelse (strategisk tankegang)
knyttet til tallforstaelse:

Gjenkjenning og formulering av matematiske
problem innebzerer 4 identifisere situasjoner der
ulike begrep og ideer knyttet til tall og tallope-
rasjoner kan brukes til & beskrive situasjonen og
formulere og finne en losning pa et matematisk
problem.

Eksempler

- Hvor langt kan en bil kjere med full tank?

- Er det slik at alle hele tall som har 5 som
faktor, mé ha 0 eller 5 som siste siffer?
Hvorfor/hvorfor ikke?

Representasjon av problem. Nar et problem er
formulert, ma det representeres matematisk for
a kunne arbeides videre med. Problemet kan
representeres muntlig, symbolsk, ved hjelp av
tabeller og grafer, tegninger eller konkreter.
Den valgte representasjonen spiller en rolle for
hvilke muligheter en ser for videre arbeid. Det
er derfor viktig a velge representasjonsformen
strategisk. For & representere problemet ma elev-
ene vurdere hva som er dets nokkelelementer, og
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hvilken representasjon som kan fange dem opp.
Innhenting av nedvendig informasjon, kvantifi-
sering av ulike storrelser, valg av variabler man
skal se p4, og relasjonene mellom dem er viktige
elementer i arbeidet. Videre vil det & represen-
tere strukturen til de involverte matematiske
begrepene og relasjonene vaere sentralt.

Eksempler

- For 4 finne ut hvor langt en bil kan kjere
med full tank, mé vi forst finne ut hvor
mye en full tank er, og vi ma finne ut hvor
mye en bil bruker. Det er de to variablene
som spiller en rolle her. Storrelsen pa
tanken og forbruket er forskjellig, og man
kan for eksempel sgke pé nettet etter en
oversikt for ulike typer biler. Skal man
velge 4 se pa gjennomsnittet for alle typer
eller ta utgangspunkt i bare dem som er
mest brukt? Bilenes forbruk er avhengig
av type kjoring, bilene bruker for eksem-
pel mer drivstoff ved bykjering enn ved
kjoring pa motorvei. Skal man se pé gjen-
nomsnittet eller ta utgangspunkt i en spesi-
ell type kjoring? Nar man har kvantifisert
de to sterrelsene, ma man finne ut hvordan
relasjonen mellom dem er, og hvordan
problemet kan representeres. Man kan for
eksempel bruke en tabell, en dobbel tallinje
eller representere problemet symbolsk.

OH8 l/mi[ ca L
481096 for 20km
|0 J 20
o.68( 300 60l
i t + + 1
{ my Tmil
0,48 [ for 1 mil

0,48 - 2 for 2 mil

0,48 - ? for ? mil og 0,48 - 7=60

- For & finne ut om alle naturlige tall som
har 5 som faktor, ma ha 0 eller 5 som

21



siste siffer, m& man tenke pa innholdet i
begrepene naturlige tall, siste siffer og «er
faktor i» og pa hvordan problemet kan
representeres. Naturlige tall er 1, 2, 3, 4, ...
De er positive og har ingen desimaler. De
kan betraktes som antall av noe. Tallet
har noen enere, tiere, hundrere, tusener
osv. At 5 er faktor i et tall, betyr at tallet
kan deles pa 5, at svaret er et naturlig tall,
og at divisjonen gar opp. Tenk pa det som
tall i 5-gangen, eller et tall som bestar av
bare femmere. Ulike mater & representere
situasjonen pé kan for eksempel veere:

- Ettall = noen enere + noen tiere + noen
hundrere + ... Hvis 5 gar opp i tallet,
hvordan méi dette tallet veere?

— Hyvis 5 personer deler penger likt og de
far et helt antall kroner (ingen grer), kan
vi da veere sikre pd summen de delte
mellom seg, slutter pa 5 eller 02

- Huvilket siffer pa enerplassen kan et tall
som bestar av bare femmere, ha?
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Utvikling av losningsstrategi skjer med
utgangspunkt i hvordan man har valgt & repre-
sentere problemet. Man utforsker problemet
systematisk, soker etter monster og system og
anvender kunnskap om tall, regneoperasjoner,
sammenhenger og fremgangsmater. For a fa
bedre innsikt i ulike sider ved problemet kan
det veere nyttig a skifte mellom ulike represen-
tasjoner underveis i arbeidet. Strategisk tanke-
gang innebeerer a kunne utvikle, sammenligne
og vurdere ulike strategier ut fra hvor hensikts-
messige og effektive de er i den gitte situasjonen.

Eksempler

- Problemstillingen om hvor langt en bil
kan kjore med full tank, kan gi en mulig
lgsningsstrategi som tar utgangspunkt i en
dobbel tallinje.
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M’ . oMt gt
hiler kan kyjore

Vurdering av svar dreier seg om a overveie
storrelsene, se for seg situasjonen og tenke gjen-
nom om svaret kan veere rimelig. Det innebaerer
ogsa & tenke gjennom om det er noe som kan ha
betydning for beregningene, og som det ikke er
tatt hensyn til under arbeidet.

Eksempler

- Ilesningsforslaget ovenfor et det notert
underveis at det trengs ca. 1 liter for a kjore
2 mil. Det kan gi et bilde av sterrelsesfor-
hold i situasjonen og brukes til & vurdere
hvor rimelig svaret er til slutt. Om spers-
mélet var annerledes, for eksempel om en
full tank rekker til en tur fra Trondheim
til Oslo, ville det ikke veert nedvendig med
videre beregninger.

- For a finne ut om alle hele tall som har 5
som faktor, har 0 eller 5 som siste siffer,
kan man sjekke alle multiplum av 5 opp til
100. Betyr det at det gjelder for alle multi-
plum av 5?

Eksempel fra undervisning - sjokoladekake
Thomas er leerer pa sjette trinn, og klassen skal
arbeide med folgende oppgave:

Hvis guttene deler en sjokoladekake likt, og
jentene deler sine tre sjokoladekaker likt,
hvem far mest, en jente eller en gutt? Hvor
mye mer?
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Elevene arbeider med oppgaven i grupper. Ned-
enfor er et utdrag fra samtalen som utspiller seg
ien gruppe pé tre elever, Mia, Stian og Kristian.
De begynner med a tegne sjokoladekakene og
deler dem opp som pa bildet. Guttenes kake er
til venstre, jentenes kaker til hoyre.

e

EEE

Stian  Jentene far en sann og en sann. [peker
o 1 1
pégoggl
Mia Ja, dette blir liksom den biten de far

til overs. Mer enn guttene!

Stian og Kristian: Ja!

Mia Eller ... Ah, vi har gjort en liten feil.
[Peker pa tegningen av jentenes kake]
Det her er en fjerdedel, ikke en tredje-
del. Sa da far kanskje guttene mest!

Elevgruppen representerer problemet ved hjelp
av en tegning. Det at guttene deler likt mellom
seg og jentene deler likt mellom seg, er sentralt
her. Elevene knytter problemet til sin kunnskap
om brek. Videre i arbeidet diskuterer de om det
kan vere at «% + i er like mye som %», men de
klarer ikke & komme videre med denne strat-
egien. Etter hvert prover de & se problemet pa
en annen mate:

Mia Guttene far %, og for at jentene skal
fa % hver, s& ma det veere 9. Ja, det er
guttene som far mest!

Stian  En halv, en halv, en halv - 1 % cm!

[Maéler jentenes tegning med linjal]

1! [Méler guttenes tegning med linjal]
Jentene far mest! Men du har ikke
tegnet ordentlig, sa da blir det ikke
rett.

Mia begynner & tegne pa nytt, med linjal, og
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guttene folger med:

Stian  Vent! Tegn en pa 8 cm! En kake pa 8
cm!

Mia En kake pa 8 cm. Det skal bli!

Stian  Tre stykk pa 8 cm. Fire!

Mia  Fire stykk? A ja fire kaker ja, det var
riktig.

Stian P& 8cm.

RRRNRENE

Mia tegner som vist, hver bit er 1 cm, for hun
stopper:
Mia  Névetjeg, na slipper jeg a tegne det
andre her, for na ... Det her blir 3 cm
langt stykke. Sa deler jeg bare denne
oppitre.8deltpad3 ... 3 erihvert fall
ikke % av 8.

Ja, for da blir 1 cm for mye.

Ja for da blir det her. [Maler ca. pa
den 8 cm lange kaka med linjalen]
Det blir bare to, og litt mindre ...
Jentene far mest! Jess! Da vet jeg det!
Jo, men vi ma argumentere for det ...
Jo, fordi at se her nd! Nar man deler
opp ... Se, jentene fir et 3 cm langt
stykke ...

Og guttene far mindre enn 3.

Ja, og guttene fir mindre enn 3. De
far 2,66 eller noe slikt.

Stian
Mia

Stian
Mia

Stian
Mia

Elevene representerer problemet pd en mer stra-
tegisk méte na ved & tegne kaker som er 8 cm
lange. Det gir dem en mulighet til & utvikle en
losningsstrategi for a avgjore om det er gutter
eller jenter som far mest. Nér lereren kommer
og sper hvor mye mer kake jentene far, klarer
ikke elevgruppen a komme til noe annet svar
enn «0,36 cm mer». Representasjonen som var
nyttig for elevene i forste omgang, kommer i
veien i neste spersmal. Elevene klarer ikke &
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vurdere svaret og innse at storrelsen (eller leng-
den) pa kakene ikke spiller en rolle, at det bare
er en representasjon de har valgt. Spersmalet
er uavhengig av sterrelsen pa kaken og skal
uttrykkes som et forhold mellom en del og en
hel kake (alts& brek).

En annen gruppe, med Mattias, Even og
Lea, har delt bade guttenes og jentenes kaker
i tredjedeler. Hver gutt far L av en kake. Hver
jente far % av en kake, og de har% til som de skal
dele mellom seg.

Even Ja, de far ... Det er ikke mye, men de
far litt mer.

Mattias Jeg tror de far en ... De far jo for sa
vidt 1 mer da. Eller nei ...

Jo, de far é mer. Men da m3 vi finne
ut hva é av% er. Og sa ma vi tenke

da. % hvordan vi skal fa delt det opp i
8 biter? Siden de er 8 jenter, mé de fa 8
like ... Det siste kakestykket m4 bli til
8 like. Vi ma finne ut det ...

T

Even

el
el

Mattias Vible jo enige om at de fikk 1/8 mer
hver?

Vent, vent, vent ... Hva er 8 ganger ...
Da far ... Alle jentene far ... Da blir
det i av den ene kaka ... L av 1 mer

8 3
far de. Det er 2—14 av kaka.

Even

Videre i arbeidet fortsetter gruppen & tegne,
diskutere og begrunne for hverandre det lgs-
ningsforslaget Even har foresltt. I utvikling av
losningsstrategi bruker elevene en representasjon
av problemet der de fremhever ngkkelelementet
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i problemet og strategien de jobber mot - lik
fordeling, forhold mellom en del av en hel, og
d se en del (den jentene far nar den siste % deles
pé alle atte) i forhold til to ulike enheter — en hel
kake og % av kaken. Elevene gar stadig tilbake til
hva problemet er, oppsummerer hva de vet og
stiller selv spersmalene som fremhever det kri-
tiske videre. Pa denne maten vurderer de stadig
det de kommer frem til.

Engasjement

handler om a se pd matematikk som fornuftig,
nyttig og verdifullt. Videre innebaerer det a ha
tro pé at det er mulig bli kompetent i matema-
tikk, og at man leerer ved & streve og ikke gi
opp. For & kunne utvikle de andre komponen-
tene i matematisk kompetanse — begrepsmessig
forstaelse, beregning, resonnering og strategisk
tankegang - er det nedvendig at man har tro pa
at matematikk er mulig & forsta, at det ikke er en
samling tilfeldige regler som ma folges. Motsatt
vil de andre komponentene bidra til utvikling
av engasjement. For eksempel vil elever som ofte
arbeider med matematiske problem og utvikler
en strategisk tankegang, veere mer tilboyelige
til & ha tro pa at det er mulig & bli kompetent
i matematikk enn elever som hovedsakelig
arbeider med rutineoppgaver (Schoenfeld,
1989). De vil ogsa i sterre grad oppleve at faget
gir mening og er nyttig. Matematikklerernes
rolle, deres syn pd matematikklaring og maten
de legger opp undervisningen pd, er viktig
for elevenes positive innstilling i matematikk
(Thompson, 1992). Innen tallforstdelse kan
engasjement ses som bestdende av folgende
aspekt:

A ha tro pa at innsats forer til lzering han-
dler om & se seg selv som en som kan leere
matematikk. A utvikle kompetansen til 4 gjen-
kjenne og bruke ulike relasjoner, utvikle vari-
erte strategier i arbeid med tall og aritmetiske
operasjoner, utforme og begrunne hypoteser
osv. tar tid og krever innsats og konsentrasjon,
men det er mulig for alle.
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A oppleve det som meningsfullt 4 soke etter
relasjoner i arbeidet med tall handler om
at elevene bor fa erfare at & se etter sammen-
henger og strukturer gir mening og gjor faget
kreativt og skapende. Monster og sammen-
henger er selve kjernen i matematikk og kan
gjore tilsynelatende kjedelige regnestykker til
utgangspunkt for spennende utforskninger og
utfordringer.

A se det som nyttig & bruke ulike representas-
joner i arbeidet med tall handler om at ulike
representasjoner gir innblikk i ulike egenskaper
og aspekt ved et tall. Noen ganger kan det passe
bedre & representere tallet pa en spesiell mate
enn en annen mate. Noen ganger representeres
tallet «seks» med symbolet 6, andre ganger som
4 + 2 eller 3-2. I noen tilfeller kan det veere lurt
a tenke pa det som et punkt pa tallinjen, i andre
tilfeller som en mengde pa 6 eller som en lengde
pa 6. En bevissthet om muligheter til a repre-
sentere tall, operasjoner og relasjoner pa ulike
méter og verdien av a bruke det er viktig for
elevers leering.

A se verdien av 4 utvikle flere fremgangsmater
for samme type problem handler om at ulike
fremgangsmater og det & sammenligne dem gir
mulighet til 4 se et problem fra ulike sider. Det
gir mulighet for a tenke kreativt, velge hensikts-
messige fremgangsmater og etablere relasjoner
mellom ulike ideer. Elevene ber se pé disse ele-
mentene som viktige i arbeid med ulike problem
knyttet til tall og regneoperasjoner.

Eksempel fra undervisning: (4:3):2

Jorn Ove er leereren pa 4. trinn. Han viser bildet
til hoyre til elevene og spor elevene hvordan de
tenker for a finne ut hvor mange prikker det er.
Malet med timen er en diskusjon om den kom-
mutative og den assosiative egenskapen til mul-
tiplikasjon. Ulike tenkeméter kommer frem, blir
diskutert mot bildet og representert symbolsk
pa tavla og sammenlignet. Her er et utdrag av
oppsummeringen av timen:
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Jorn Ove Na lurer jeg pa en

. A A A

ting. Hva har vi .

leert i dag? Hva i

handlet dette vi Tww'w

har snakket om i

dag, om? Birk? YyYYyvYyw
Birk At mange regne- XXX

stykker kan fa det 0009

samme utgangs-

punktet.

Jorn Ove Ja. Vi hadde et tall, 48 der, sd kan
vi dele opp det pa en mate. Slik
Johanne holdt pa a dele opp en firer.
Vi kan sette opp mange regnestyk-
ker som blir det samme.

Anna  Atandre tenker sykt vanskelig.

Jorn Ove Du har hert at mange tenker for-
skjellig. [Ler]

Anna  Eller vanskelig.

Jorn Ove Ja, det kan vaere vanskelig, men sa

kan det vere veldig lett for den.

Og sa inne i hodet s& hores det sykt

enkelt ut, men 4 matte skrive det ned

da er kjempevanskelig.

[Samtalen fortsetter mot det faglige

innholdet i aktiviteten]

Anna

Hele aktiviteten og det faglige malet med den
baserer seg pa at det at bildet kan ses pa ulike
méter. Dermed legger selve aktiviteten opp til
at elevene skal se verdien av d utvikle flere frem-
gangsmadter for samme type problem. Det sym-
bolske matematikkspraket er vanskelig for elev-
ene (slik Anne ogsa pépeker i episoden), men
nedvendig for elevenes videre leering. Samspillet
mellom bildet og den muntlige og symbolske
beskrivelsen av hvordan man ser bildet, er sen-
tralt i diskusjonen. Aktiviteten kan sies a legge
opp til at elevene skal se det som nyttig d bruke
ulike representasjoner i arbeid med tall. I episo-
den uttrykker Anne at det er vanskelig a forstd
hvordan andre tenker, og at de er vanskelig a
beskrive tankegangen symbolsk. For at elevene
skal ha tro pa at innsats forer til leering, kan det
kan det veere viktig & diskutere hva som er van-
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skelig, og hvorfor det er vanskelig, hvorfor det er
viktig & leere det, og hvordan man kan ga frem.

Utvikling av tallforstaelse

De fem komponentene i matematisk kom-
petanse — begrepsmessig forstaelse, beregning,
anvendelse / strategisk tankegang, resonnering
og engasjement — og aspektene av tallforstaelse
knyttet til hver av dem er tett ssmmenflettet og
avhengige av hverandre. De stotter hverandre,
og de utvikles samtidig. Utvikling av strategier
henger tett sammen med forstaelse av relasjoner
mellom tall og operasjoner, ulike representas-
joner, begrunnelser for strategier og verdsetting
av ulike mater a tenke pé. Tilsvarende gjelder
alle andre aspekt av tallforstelse; de utvikles
sammen, forsterkes av hverandre og kan ikke
tenkes i en bestemt rekkefplge. En oppgave
legger gjerne opp til noen aspekt i storre grad
enn noen andre, og det kan veere viktig at leerere
ogsa velger hvilke aspekt de ensker a fremheve
under arbeidet med en gitt oppgave. Det er
viktig at alle de ulike aspektene arbeides med
over tid. Elevene far da mulighet til & utvikle
en tallforstaelse som er varig, fleksibel, nyttig
og relevant bade for deres videre matematikk-
leering, i hverdagslivet og senere i deres profes-
jonelle karriere.

Noter
1 Eksemplene fra praksis er utviklet innen prosjek-

tet «<Mestre Ambisias Matematikkundervisning»
ved Matematikksenteret, og filmene eksemplene
er hentet fra, er lagt ut pa: http://www.matema-
tikksenteret.no/content/4793/Innholdsside. Akti-
vitetene er fra filmene med tilsvarende overskrift.
Pa siden kan det ogséa leses mer om de ulike type
aktivitetene som diskuteres her.
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