Ludvig: Ni.

Larer: Ni. [Tegner ni sokker pd tavla.] Ok, da
skal vi dele inn i par.

Ludvig: Da er det ogsa en til som er ensom.

Larer: Ok. N4 har jeg tatt to oddetall her.
Dere ser at ndr jeg tegner opp et odde-
tall og deler inn i par, blir det alltid en
ensom sokk til overs. Det ville vaert det
samme om vi hadde tatt et annet odde-
tall ogsd. Dersom jeg legger sammen
disse to oddetallene. Dersom jeg legger
sammen disse sokkene, hva skjer?
Da blir de ikke ensomme.
Trenger de ikke veere ensomme, da?
Kan ikke den ene sokken her dra dit?
[Peker og flytter de ensomme sokkene
sammen pa tavla.] Dette er viktig
matematikk, folkens. Ser dere, altsa om
man har et hvilket som helst oddetall,
s& vet vi. Vi har jo leert hva oddetall
er. Og at det ma alltid veere et ensomt
tall som ikke kan bli delt inn i par. S&
det betyr at hvert eneste oddetall har
en ensom sokk. Det betyr at dersom
vilegger sammen to oddetall, uansett
hvilke oddetall som helst, sa vil hvert
av de oddetallene ha en ensom. S&
alle oddetall har en ensom sokk, eller
et ensomt tall. Og dersom vi legger
sammen to tall som har en ensom,
sé kan jo de ensomme tallene finne
sammen. (...)
Hva om du legger til na? For né la du
sammen to oddetall, dersom du na
legger til et oddetall til, sa blir det en
ny ensom.

[lustrasjonen med sokker viser tydelig for-
skjellen pa partall og oddetall. Ved 4 tegne tal-
lene pa denne maten ser man hvorfor summen
av fem og ni er et partall. Ideen med ensomme
sokker som slar seg sammen til par, er overfor-
bar til hvilken som helst sum av to oddetall.
Argumentasjonen som klassen utvikler, har
dermed kvaliteter av et generisk eksempel. Dette
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er en bevisform som er serlig godt egnet for
elever pa mellomtrinnet (for mer om generisk
eksempel, se for eksempel Arnesen (2022)).

Avslutning

Gjennom utpreving av ulike aktiviteter har vi
erfart at & arbeide med argumentasjon har veert
inspirerende, men ogsa tidvis frustrerende. For
elever som er vant til at matematikk handler om
i lose flest mulig oppgaver pa kortest mulig tid,
kan det oppleves frustrerende at laereren ikke
lenger bekrefter rett svar og gar videre til neste
oppgave, men heller spor om begrunnelser for
hvorfor man kan regne pé den maten. Etter hvert
som elevene blir vant til & bli utfordret pa denne
méten, kan elevenes syn pa hva matematikk
handler om, endre seg.

For at elevene skal delta aktivt i matematikk,
mé de oppleve at de har noe & komme med. Var
erfaring i prosjektet er at oppgaver som legger
opp til at man skal se etter monster, teste ut
pastander og argumentere for fremgangsmater,
gjor at flere elever kan né fram med tenkema-
tene de er sterkest pd. Noen elever jobber svert
systematisk, andre er gode pa & oppdage mon-
ster og sammenhenger mellom tall, mens andre
igjen tenker mer visuelt. Alle disse strategiene
er verdifulle og kan loftes fram av leereren slik at
de kan deles i klassen. P4 denne maten kan alle
elever bidra, og oppleve mestring i arbeid med
matematikk.
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Det utfordrende likhetstegnet

I denne artikkelen vil vi diskutere likhetsteg-
net — bade elevers forstéelse av tegnet og anbefa-
linger for undervisning. Diskusjonen vil delvis
knyttes til episoden i rammen til hoyre'.

Elevers forstaelse for likhetstegnet og mulige
arsaker

Mange elever har en operasjonell forstaelse av
likhetstegnet og oppfatter tegnet som et signal
om enten & «skrive svaret» eller a «gjore noe»
(Behr et al., 1980; Kieran, 1981). Denne typen
forstaelse vil gi riktig svar pa oppgaver som
8 4+ 15 =__, men forer ofte til feil svar stilt over-
for oppgaver som 8 + 15 = __ + 9. Det typiske
er at eleven skriver enten 23 eller 32 pa den
tomme linja. De som skriver 23, overser 9-tallet
til hoyre og skriver summen av 8 og 15 pa linja.
De som skriver 32, ser at regneoperasjonen er
addisjon, og legger sammen alle tallene som
er oppgitt i oppgaven. Noen velger & «utvide
oppgaven» (Carpenter et al., 2003) og skriver
8+15=23+9=32.

Kjersti Melhus
Universitetet i Stavanger
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Janne Fauskanger
Universitetet i Stavanger
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Lise, som er leerer i en 5. klasse, ba elevene sine
om & finne tallet pa den tomme linja i felgende
oppgave:

Skl 5 =9

Hun observerte at ikke alle elevene kom fram
til det korrekte tallet 14. En elev skrev 23, mens
en annen skrev 32. Disse svarene folger vanlige
feilmenstre, og Lise var forberedt pa at de kunne
dukke opp som mulige elevsvar. Hun hadde ogsa
planlagt hvordan hun eventuelt kunne hjelpe
elever som kom fram til disse svarene.

Tenk gjerne over spgrsmalene under for du leser

videre:

- Hvordan tror du elevene som skriver 23 og 32
pa den tomme linja, har tenkt?

- Hva er det elevene forstar og ikke forstar?

- Hvordan kan Lise anta at disse feilsvarene
vil forekomme? Hvilken kunnskap er det Lise
baserer sine antagelser pa?

- Hvordan ville du som leerer mgate elevene som
svarer 23 og 32, og ville du mgte begge svarene
pa samme mate? Hvilken type oppgaver ville
du for eksempel gi dem? Hvilke sparsmal ville
du stilt? Hvilke diskusjoner ville du invitert dem
inni?

Det siste eksempelet viser en bruk av lik-
hetstegnet som ogsd er vanlig a se hos elever
med ellers god kompetanse i matematikk. En
elev som ble bedt om & skrive ned hvordan hen
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tenkte for & finne ut hva 63 - 25 er, skrev for
eksempel slik:

63-25=60-20=40-5=35+3=38

Sluttsvaret er riktig, og utregningen viser
god tallforstaelse og en evne til & holde styr pa
mange detaljer, men den illustrerer tydelig hvor-
dan likhetstegnet er brukt som et prosesstegn
og ikke som et tegn som indikerer lik verdi pa
hver side. En slik oppfattelse kan styrkes gjen-
nom bruk av kalkulator. Der fungerer nemlig
likhetstegnet som et prosesstegn, og det er helt
vanlig at vi utferer en deloperasjon, trykker pa
tasten med likhetstegn og fortsetter & manipu-
lere tallet vi far til svar, slik som eleven i det siste

eksempelet.
For 4 lykkes med en oppgave som
8 + 15 =__ + 9 ma elevene forsta at likhetsteg-

net uttrykker en relasjon mellom 8 + 15 og
__+9. Mer presist ma de forsta at tegnet sym-
boliserer matematisk ekvivalens, som i dette
tilfellet betyr at de to uttrykkene har lik verdi.
Knuth et al. (2006) fant at elever som forstar
dette, har storre sjanse for & kunne lgse liknin-
ger som for eksempel 3m + 7 = 25 korrekt, enn
de som har operasjonell forstaelse for likhetsteg-
net. Selv etter & ha kontrollert funnene opp mot
klassetrinn og generell matematikkompetanse
fant de at sammenhengen mellom forstaelsen
for likhetstegnet og evnen til & lgse likninger
var signifikant (Knuth et al., 2006, s. 305). Dette
stottes av funn fra Hornburg et al. (2022). De
fulgte elever i fem ar og fant at forstaelse for
matematisk ekvivalens i smaskolen predikerer
bade algebraisk forstaelse og mer generell mate-
matisk kompetanse pa sjette trinn.

Behr et al. (1980) ga elever i alderen 6 til 12
ar ulike typer likheter, ogsé likheter som ikke
inneholdt regneoperasjoner, og likheter som
kun hadde en regneoperasjon pa hoyre side.
De fant at spesielt de yngste elevene hadde van-
skelig for & akseptere en likhet som 3 = 3. De
ville helst endre den til 0 + 3 = 3 eller til 3 - 3
og deretter til 3 - 3 = 0. En usann likhet som
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3 = 5 ble heller ikke godtatt, men gjort om til
for eksempel 3 + 5 eller 2 + 3 = 5. Mange av
elevene hadde ogsé en klar formening av at reg-
neoperasjonen skulle komme forst og svaret til
slutt. En likhet som __ = 3 + 5 ble sagt & veere
«bakvendt». Noen elever valgte a lese den fra
hoyre mot venstre («5 pluss 3 er lik 8»), mens
andre valgte & gjore den om til 3 + 5= __ eller
4+ 3 =5 (Behretal, 1980, s. 14). Disse fun-
nene stottes av nyere forskning (for eksempel
Stephens et al., 2021).

En kan hevde at det er naturlig at elever som
er i startfasen av & leere seg noe, har mangel-
full forstéaelse, og at dette er noe som vil endre
seg om de far mer erfaring. Mange studier viser
da ogsd at andelen elever med operasjonell
forstaelse for likhetstegnet blir mindre med
drene, men nedgangen kan sies a vere langt
mindre enn man kunne onsket. I en studie
blant totalt 1230 norske elever pa 5. og 8. trinn
fant Opsal (2019) at omtrent 60 % av elevene pa
5. trinn og 30 % av de pa 8. trinn sannsynligvis
hadde en operasjonell forstaelse for likhetsteg-
net. Andre har funnet at alderen ikke har noen
nevneverdig betydning (for eksempel Falkner
et al., 1999; Kieran, 1981), men fremhever at
undervisningen er av stor betydning.

Undervisning - anbefalinger, og hva en bor
unnga
Hvis det er slik at undervisning kan vere en
drsak til at elever ikke utvikler en forstaelse av at
likhetstegnet uttrykker en relasjon (for eksem-
pel Asquith et al., 2007), og hvis det er slik at
elever flest kan utvikle en slik forstdelse om de
gis relevante erfaringer i en stottende undervis-
ningskontekst (Carpenter et al., 2003), sa er det
klart at hvordan det undervises, er viktig.
Episoden i begynnelsen av artikkelen opple-
ves kanskje som noe som herer til pa smasko-
letrinnet. Grunnlaget for a forsta likhetstegnet
skal riktignok legges der, men hva skal en gjore
dersom elever kommer til 5. eller 8. klasse med
operasjonell forstdelse for tegnet, slik Opsal
(2019) har funnet? Da er det avgjorende at laere-
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a) 8=28
b) 8+3-3=8
) 3+45=5+3
d) 12-7=7-12
e 11+3=10+4

)
f) 11-3=10-4
Figur 1: Sant eller usant?

ren har en forstaelse for likhetstegnets ulike
betydninger og for kunnskap om elevers (mis)
forstaelse av tegnet. I tillegg er det viktig a vite
hvordan en som lerer kan fa kjennskap til elev-
enes tenkning, og om hvordan en skal undervise
for at elevene far god forstaelse for dette tegnet
(Prediger, 2010). Hva skal for eksempel Lise
foreta seg om mange elever i hennes 5. klasse
skriver 23 eller 32, og ikke 14, pa den tomme
linjai8 +15=__+9?

For & forbedre elevenes forstaelse for lik-
heter og likhetstegnet fremhever Carpenter et
al. (2003) at en i undervisningen ma gi elevene
mulighet til a artikulere hvordan de forstar lik-
hetstegnet, og at deres eventuelle begrensede
oppfatning for tegnet ma utfordres for a kunne
avhjelpes. Dette kan gjores ved at elevene mater
likhetstegnet gjennom ulike typer oppgaver.
Likheter som 8 + 15 = __ + 9 kan danne et fint
utgangspunkt for a diskutere likhetstegnets
betydning og hvordan det brukes pa en kor-
rekt mate. Elever med ulike svar som 23, 32 og
14 kan argumentere for tallet de vil ha pa den
tomme linja, og pa den maten kan de som har
skrevet 23 og 32, fa innblikk i argumentasjonen
til de som har skrevet 14.

En annen oppgavetype som kan anbefales, er
diskusjon av sanne og usanne likheter, slik som
eksemplene i figur 1.

Likhetene som inneholder regneoperasjoner,
er valgt slik at de kan knyttes til viktige aritme-
tiske egenskaper eller prinsipper, slik for eksem-
pel Molina et al. (2008) beskriver. Dermed kan
de loses uten regning. Siden addisjon og sub-
traksjon er motsatte regneoperasjoner, er likhe-
ten ib) sann. Likheten i ¢) er sann siden den kan
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knyttes til den kommutative loven for addisjon,
mens likheten i d) er usann siden subtraksjon
ikke er kommutativ. At likheten i e) er sann, kan
begrunnes med at forste ledd pa hoyre side er
1 mindre enn forste ledd pa venstre side, mens
det andre er 1 storre. Da ma summen vare den
samme. Det samme gjelder imidlertid ikke for
subtraksjon. Hvis forste ledd pa hoyre side er 1
mindre enn forste ledd pa venstre side, s& ma
ogsa det andre leddet vaere 1 mindre dersom dif-
feransen, eller forskjellen mellom tallene, skal
veaere bevart. Derfor er likheten i f) usann, mens
for eksempel 11 — 3 =10 - 2 er sann.

Oppgaver som dette illustrerer hva Carpen-
ter et al. (2003, s. 40) mener nar de skriver at
«algebraic reasoning is not a separate topic; it
is integrally bound with the learning of arith-
metic, and it can make the learning of arith-
metic easier and richer». Etter hvert kan man
gi likheter der ett av tallene er erstattet med en
tom linje, og la elevene diskutere seg fram til
hvilket tall de ma sette pa linja for a gjore likhe-
ten sann. Senere kan elevene utfordres til 4 lage
liknende oppgaver selv. Carpenter et al. (2003)
kommer ogsa med noen «advarsler». Figur 2
inneholder noen typiske eksempler. I det forste
er likhetstegnet brukt for a angi antall objekter
i en mengde. Det er ganske riktig 6 blyanter i
mengden, men mengden selv er ikke lik tallet 6.
Problemet med det andre eksempelet er at selv
om to mengder inneholder like mange objekter,
sa trenger de ikke veere like. En gruppe med 6
barn er ikke lik en annen gruppe med 6 barn.
Denne bruken av likhetstegn er svert utbredt
i mange leereboker, men ifolge Carpenter et al.
(2003) er det altsa noe man ber unnga.

For antall objekter i en samling:
J g g N g \g
////// =6
Bruk av likhetstegn mellom to bilder:

OO0 - OCO0OE

Figur 2: Eksempler pa hva som ber unngas.
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Konklusjonen fra store deler av forsknings-
litteraturen er at likhetstegnet md knyttes til
et vidt spekter av betydninger. Erfaringer med
regneoperasjoner pa begge sider av likhetstegnet
vil kunne lede til at elevene utvikler forstaelse
for likhetstegnet som matematisk ekvivalens (Li
et al., 2008). Et annet aspekt som kan trekkes
inn, er substitusjon. Det dreier seg om ideen om
at et uttrykk kan erstattes av et annet, ekviva-
lent, uttrykk. Donovan et al. (2022) har funnet
at ideen om substitusjon kan ha en enda storre
innflytelse pa algebraprestasjoner enn ideen om
«det samme som».

Om norske elevers begrensede forstaelse for
likhetstegnet (Opsal, 2019) har noe a gjore med
undervisning, er det nedvendig & fokusere pa
elevenes forste mote med likhetstegnet. For en
leerer blir da kritisk valg av oppgaver viktig (se
for eksempel Li et al., 2008). Videre vil vi pre-
sentere noen eksempler pa hvordan man kan
innfore likhetstegnet, og hvilke typer oppgaver
som kan veaere aktuelle®.

En forste innfering av likhetstegnet

For & utvikle en god og robust forstaelse opp-
fordres det til at elevene far jobbe systematisk
og variert. Det forste motet med likheter og
likhetstegn ber kanskje ikke inneholde noen
regneoperasjon, men heller vere rettet mot
det & sammenlikne antall i konkrete mengder
(figur 3). Eselet pa bildet har like mange gul-
rotter som grisen har netter. Det er et viktig
moment at det som er likt, er antallet i de to
mengdene og ikke mengdene i seg selv. Vi kan
vise at antallet er likt, ved & skrive 4 = 4. Nér
skrivematen er innfort, kan elevene fa vite at
4 = 4 kalles en likhet, og at symbolet = kalles
likhetstegn.

Elevene vil ofte havne i situasjoner der antall
objekter i to mengder ikke er likt. Derfor kan
det veere lurt & innfore ulikheter og ulikhetstegn
samtidig som likheter og likhetstegn innfores.
La elevene telle og finne ut om det er like mange
eller ikke, for sa & skrive ned resultatet ved hjelp
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Figur 3: Oppgave 52 i Matematikk, Grunnbok 1A
(Arginskaya, 2015, s. 35).

av tegnene =, < og >. Unnga a bruke tegnene
mellom bilder eller mellom bilder og tall, slik
vi har sett Carpenter et al. (2003) advare mot.

Innimellom oppgaver med konkrete meng-
der kan man etter hvert ogsa la elevene mote
oppgaver som er mer abstrakte (se forslag til
oppgavetyper i figur 4).

@ Sett inn relasjonstegn (< = >) slik at det stemmer.

3 2 515 719 6 |4 7] 7

@ Fyllinn tail som passer.
=3 4> 6 >
8 < <2 1=

Figur 4: Eksempler fra Matematikk, Oppgavebok 1A
(Blank & Melhus, 2021, s. 49 og 51).

Man kan gjerne bruke tegnene en god stund
pa denne maten - for & sammenlikne antall/tall
— for regneuttrykk involveres i likhetene/ulikhe-
tene. Nar tiden er kommet for & introdusere lik-
heter med regneuttrykk, kan man fortsatt foku-
sere pd begrepet likhet, heller enn at = er noe vi
setter for vi skriver svaret. Tegn for eksempel
4 rode og 2 bla sirkler pa tavlen. Til tegningen
kan vi lage uttrykket 4 + 2. Vi kan ogsa telle
og se at det er totalt 6 sirkler pd tegningen. Be
elevene selv forklare hva skrivematen 4 + 2 =6
kan bety. Hvorfor star det et likhetstegn mellom
summen 4 + 2 og tallet 67 Elevene skal leere seg
4 bruke likhetstegnet pa en mate som andre
har bestemt, men ved & utfordre dem til selv &
forklare bruken kan de likevel ta eierskap og fa
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erfare notasjonsbruken som fornuftig.

I det videre arbeidet kan oppgaver som ikke
inneholder likhetstegn, inkluderes, for eksem-
pel «Regn ut 6 + 2», sammen med oppgaver der
det forventes at elevene skal skrive hele likhe-
ten selv, for eksempel «Finn svaret ved a lage et
uttrykk som passer».

I begynnelsen er det viktig & fokusere pa
riktig bruk av relasjonstegnene =, < og >, men
etter hvert bor elevene ogsa kunne identifisere
uriktig bruk, for eksempel kunne skille mellom
sanne og usanne likheter og ulikheter. A kon-
frontere elevene med eksempler som viser urik-
tig bruk, er viktig, pa samme mate som det er
viktig & diskutere feil elevene selv gjor. Elevene
skal etter hvert forsta at likhetstegn betyr at tall-
verdien pa hver side er lik, mens ulikhetstegn
betyr at tallverdiene er ulike, samtidig som det
gis informasjon om hvilken side som har storst
eller minst verdi.

Hvis vi ensker at elever skal godta at det kan
std regneoperasjoner pa begge sider av et lik-
hets- eller ulikhetstegn, mé de etter hvert kon-
fronteres med denne typen eksempler. Sann/
usann-oppgaver, for eksempel de pa figur 1 over,
kan vere fine & bruke. En variant av slike opp-
gaver kan veere a skulle sammenlikne verdiene
til to uttrykk og sette inn riktig tegn (figur 5).
Oppgaver som dette legger opp til at tegnene =,
< og > uttrykker en relasjon mellom verdiene pa
hver side av tegnet. Ved & be elevene om a lose
slike oppgaver uten a regne ut utfordrer man
dem til & bruke viktige aritmetiske egenskaper
og prinsipper, slik Molina et al. (2008) anbefaler.

¢ D a) Settinn riktig relasjonstegn uten a regne ut.

8+3...7+3
945! ven 5D

7+4..7+6
5+6...4+6

547 vs. 758
8+3..9+4

Figur 5: Oppgave fra Matematikk, Grunnbok 2A (Blank &
Melhus, 2022, s. 62).

Avrunding
Likhetstegnet innfores allerede pa forste trinn,
og i begynnelsen knyttes det gjerne primeert
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til det & utfore regneoperasjoner. Nar elevene
senere skal bruke likhetstegnet i algebra, er det
imidlertid avgjorende at de har utviklet en for-
stdelse av at tegnet symboliserer at uttrykkene
pa hver side har samme verdi, likhet, og ogsa
at uttrykket pa den ene siden kan erstattes av
uttrykket pa den andre, substitusjon. Derfor er
det viktig a fa elevene bort fra a tolke likhetsteg-
net som et signal om at de skal «gjore noe», eller
som et tegn som skiller en oppgave fra «svaret».

Mye tyder pa at undervisningen er avgjo-
rende for om elever forkaster den operasjonelle
forstéelsen til fordel for en forstaelse basert pa
«samme verdi» eller substitusjon. En anbefa-
ling er & innfore likhetstegnet, sammen med
ulikhetstegn, uten at det er noen regneopera-
sjoner involvert. En annen anbefaling er a dis-
kutere likheter med uttrykk pa begge sider av
likhetstegnet. Slike likheter ber veere knyttet
til viktige aritmetiske egenskaper eller prin-
sipper, slik at man kan avgjore om de er sanne,
uten & matte gjore noen beregninger. Arbeid
med denne typen oppgaver kan danne et fint
utgangspunkt for eksplisitt & diskutere hva lik-
hetstegnet betyr.

Dersom elevene mater likhetstegnet i vari-
erte oppgaver og ikke kun standardiserte situ-
asjoner der man har et uttrykk pa venstre side
og et tall pa hoyre side, er det et hdp om at man
unngar at de utvikler en forstaelse som kan
veere til hinder for deres videre matematiske
utvikling. Vi ser her valg av oppgaver elevene
skal arbeide med, som avgjorende.

Noter
1 Episoden er diskutert i Jakobsen et al. (2014).

Undervisningskunnskap i matematikk for leerere
pa 1.-7. trinn. | T. Gustavsen et al. (red.), QED 1-7.
Matematikk for grunnskolelaererutdanningen. Bind 2
(s. 631-656). Cappelen Damm Akademisk.

2 Alle eksemplene er hentet fra leereverket Matema-
tikk. Vi gjor oppmerksom pa at den ene forfatteren av
denne artikkelen, Kjersti Melhus, ogsa er medforfat-

ter pa dette leereverket.
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Dellige disseksjoner

Denne gangen skal vi se pa tre deilige dissek-
sjonsoppgaver, puslespill hvor en geometrisk
form er kuttet i deler etter spesielle regler. Hiper
det smaker!

A. Kake til 5

Fem venner skal dele en kvadratisk kake. Kaken
er frostet pa toppen og pé alle fire sidene. Ven-
nene vil at hver skal fa like mye kake og like mye
frosting. Hvordan kan den deles?

Denne oppgaven har jeg brukt som ukens
problem, og den passer godt for 5.-7. trinn. Et
godt startpunkt er a tegne kaken som et 5x5
rutenett. Arealet blir 25 enheter, s hver venn
ma fa et stykke med et areal pa 5. Omkretsen
til kvadratet er 20 enheter, og siden hvert stykke
ogsa skal ha like mye frosting, ber hvert stykke
ha 4 enheter av omkretsen. En lgsning er vist i
Figur 1.
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