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Oppgave 1.

a. Antall 3n-tabeller er (3n)!, siden det er antall mater & ordne 3n tall pa.
Du kan rydde en vilkarlig 3n-tabell, ved forst & ordne tallene i hver kolonne
i stigende rekkefolge, og deretter ordne kolonnene etter det gverste tallet
i kolonnen, med en ryddig tabell som resultat. For hver ryddig 3n-tabell T
finnes det (3!)" - n! = 6" - n! tabeller som resulterer i T nar du rydder dem:
Du kan stokke om de n kolonnene pa n! mater, og sa kan du stokke om hver
kolonne pa 3! = 6 méter. Det folger at antall ryddige tabeller er (3n!)/(6" - n!).

b. Ettersom Pal kan komme til & rote bort tre bokser, m& han ha minst fire
kort for hver hene, plassert i hver sin boks, for ikke a risikere & miste alle
kortene for en hene. Hvis en hene bare har tre kort, kan han jo miste alle ved
a rote bort tre bokser. Dersom han har H hener, trenger han altsa 4H kort.
Boksene har til sammen kapasitet for 10 - 2021 = 20210 kort, sa 4H < 20210,
og dermed H < 5052.

Pal kan fordele kort for 5052 hener slik: Kortene for de forste ti henene
plasserer han i boksene med nummer henholdsvis {1, 2,3, 4}, {2,3,4,5}, ...,
{7,8,9,10}, {8,9, 10, 1}, {9, 10, 1, 2} og {10,1,2,3}. Sa har han fordelt kortene
for de forste ti henene med fire kort per boks. Deretter gjor han det samme
med de neste ti hgnene, og sa videre inntil han har fordelt kortene for 5050
hener med 4 - 505 = 2020 kort per boks. Sa har han plass til fire kort hver
for de to siste henene, fordelt pa atte av boksene, med bare to kortplasser til
overs.
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Oppgave 2.

a. Losning for n = 3:

1 1 1 6+4+2
e 4222 Ay

2 3 6 12
Dersom vi har en lesning med n > 3 forskjellige nevnere,
1 1
R + .oe + _— = 1’
X1 Xn

kan vi lage en ny lgsning med n + 1 forskjellige tall slik:

1 1 1
-+ — 4+ +—=1
2 2x 2x,

(Merk at x; > 1 for alle j, sd de nye nevnerne er ogsa forskjellige.) P4 denne
maten kan vi konstruere nye lgsninger i tur og orden forn =4, 5, ....

Det er mange mater a produsere nye lgsninger pa, for eksempel

1 1 1 1

=1
X X1 X+ 1 x,(x,+1)

der x, er den storste av nevnerne i den forrige lgsningen.

b. En god start er ulikheten
(p* —a®)(q* = b%) < (pq — ab)’,

som folger av ulikheten (ag — bp)® > 0 nar man ganger ut alle parentesene.
Med p = g = 1 0oga = ay, b = by, far vi tilfellet n = 1 i ulikheten som skulle
vises.

Med tilleggsbetingelsene |a| < p og |b| < g blir pg—ab > 0, slik at vi ogsa kan
skrive

\/pz—az-\/qz—bZSPq—ab. (*)

Na kan vi sette p, = \/1 — @+ +ad), g, = \/1 — 2+ +b2)ogr, =
1 —(aiby + -+ + apby,). (Ved antagelsen i oppgaven er innholdet i rottegnene
> 0.) Vi skal vise ved induksjon pa n at p,q, < r,.

Vi har allerede vist ulikheten for n = 1. Anta na at p,q, < r, for en gittn > 1.
Vihar p,.q = /P2 — 2,1 0g gnt1 = /g2 — b2, |, sa vi kan anvende (*) og fa

Pn+19n+1 = \/P% A \/Q% — by
< PnGn — Gt 1bni

<1y = Apy1bprr = s

som fullferer induksjonstrinnet, og dermed beviset.
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Oppgave 3.

33 4+3240=0¢6
1=1mod 8
2=2mod3
31 431 43 =32
31432 +4=42
5=2mod3
31 +33+6=6°
32432 4+7=52
8=2mod3
9=1mod38

a. Tabellen til hgyre viser at k = 0, 3, 4, 6 og 7 oppfyller
den oppgitte betingelsen. Fordi alle kvadrattall er kon-
gruent med 0 eller 1 modulo 3, ma alle k = 2 mod 3
utelukkes.

Det gjenstar a utelukke k = 1 og k = 9. For a gjere
det, kan vi regne modulo 8. Vi har k = 1 mod 8 enten
k = 1 eller k = 9. Videre er 3" = 1 mod 8 dersom n
er et partall, og 3" = 3 mod 8 dersom n er et oddetall.
Regnet modulo 8 er det da tre muligheter for 3™ + 3™
Nemlig 2, 4 og 6. Legger vi sa til k = 1 mod 8, far vi 3,
5 og 7. Men kvadratene modulo 8 er 0, 1 og 4, og fordi {3,5,7} n {0, 1,4} = @,
kan vi ikke ha k = 1 mod 8.

O 0 I QN U b W DN = O

b. Vi kan se pa tall med bare to enere og resten nuller, altsa tall pa formen
a = 10" + 10K med 0 < k < n: Det gir a® = 102" + 2 - 10"* + 10%%. Ettersom
2k < n+k < 2n, har a® to enere, én toer, og resten nuller, i alt 2n + 1 siffer, og
dermed 2n — 2 nuller. Sa mengden av alle slike tall med en gitt n er synkron.
Ved a velge n = 2021 og k € {0,1,2,...,2020}, far vi en synkron tallmengde
med 2021 tall.
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Oppgave 4.

a. For vi begynner, ma vi ha et par ting klart for oss: Hvis to linjer i rommet
har et felles punkt og vinkelen mellom de to linjene er rett, kaller vi linjene
ortogonale. To linjer som ikke har noe punkt felles, kalles ortogonale dersom
de mates i en rett vinkel etter at den ene linjen parallellforskyves inntil de har
et felles punkt. Gitt en linje og et plan i rommet, kan vi si at linjen og planet
er ortogonale dersom linjen er ortogonal pa alle linjer i det gitte planet. Men
det er tilstrekkelig at bare to ikkeparallelle linjer i dette planet er ortogonale
pa den gitte linjen.

La na E veere fotpunktet til normalen fra det
rektanguleere hjernet A til siden BCD. Fordi
bade linjene! AD og AE star ortogonalt pa
BC, er planet som inneholder A, D og E or-
togonalt pa BC. Spesielt er bade AF og DF
ortogonale pa BC.

Trekanten ADF har en rett vinkeli A, og Eer
fotpunktet til hoyden fra A til DF. Siden de
to trekantene EAF og ADF er likeformede,
er |[EF/AF| = |AF/DF)|, eller med andre ord,
|AF|? = |DF||EF|. Dersom vi na multipliserer
begge sider med %|BCJ, kan vi slutte at

areal(BAC)? = areal(BCD) - areal(BEC).
P& samme mate blir

areal(CAD)? = areal(BCD) - areal(CED),

areal(DAB)? = areal(BCD) - areal(DEB).

Legger vi disse sammen og benytter at areal(BEC)+areal(CED)+areal(DEB) =
areal(BCD), sa far vi areal(BAC)?+areal(CAD)?+areal(DAB)? = areal(BCD)?.

Vi skriver kort «linjen AD» for linjen gjennom A og D.



Abelkonkurransen Losninger
Finale 2020-2021 Side 5av 5

b. Vi jobber baklengs. Merk at vi har to forskjellige situasjoner, avhengig av
om B ligger mellom A og D (figuren til venstre) eller om A ligger mellom
B og D (figuren til hayre). La G veere punktet pa BC slik at [DG| = |CD| og
G # C. Vi trenger bare a vise at |BG| = HCD|2 - |BD|2‘/|BC , for da ma G veere
Eeller F. Vi kan forenkle uttrykket litt. Punktets potens og tangens gir oss at
|CD|* = |DB|-|DA|. S& ||CD|* — |BD|?| = |BD|-||DA| - |BD|| = |BD|- |BA|. Derfor
er det nok & vise at |BG| - [BC| = |BD| - |BA|.

Vi argumenterer forst ut fra situasjonen slik den er i figuren til venstre. Siden
trekanten CDG er likebent, er £ZCGD = £DCG. Og fordi DC er tangent til
omsirkelen til AABC er £CAB = £DCB = £DCG. Derfor er £CGD = £CAD.
Det folger at firkanten ACDG er syklisk, som impliserer at |BG| - |BC| = |BD| -
|BA| ved punktets potens.

Argumentet nar punktene ligger som i figuren til hoyre, er likt, bortsett fra
at ZCAD = 180° — £CAB, og dermed £ CAD = 180° — £CGD, som er det som
skal til for at firkanten ADCG blir syklisk.




