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NISNVIINHUNOM

Oppgave 1. C

a. Fordi XZ | CA, er £BAC = 4BZX. Og for-

di ZY || BC, er £CBA = £YZA. Dermed er de Y

to trekantene AZY og ZBX likeformede. Men de X
har ogsa samme heyde over linjen AB, s& de er
kongruente. Dermed er AZ = ZB, sa Z er midt-
punktet pa AB. Samme resonnement gir at X er
midtpunktet pa BC og Y er midtpunktet pa CA.

b. Midtpunktet A’ pa linjestykket BC er ogsa
midtpunkt pa linjestykket DE, sa trekantene ABC

og ADE har samme tyngdepunkt, nemlig pa
medianen AA’, 2/3 av avstanden fra A til A’. For- M
di ME ogsa er en median i ADE, passerer den gjen-

nom dette felles tyngdepunktet.

Oppgave 2.

a. Om vi farger annenhver smatrekant etter monsteret i figuren til venstre,
erialt1+2+--+(n—1) = n(n—1)/2 smatrekanter farget. Hver flis ma dekke
en farget og en hvit smatrekant, si det er ikke plass til mer enn n(n — 1)/2
fliser. Vi kan lett plassere flisene slik at de dekker alle fargede smatrekanter,
som vist i figuren til heyre.




Abelkonkurransen Losninger
Finale 2022-2023 Side 2 av 5

b. Det kan veere enklere om vi holder regnskap med differansen d = m — s,
der s er summen av tallene pa tavlen. Altsa: Vi starter med d = m, og trekker
fra tallene som skrives pa tavlen inntil d < 0.

Vi kan ogsa skrive S for mengden av tall i {1,...,n} som ikke er skrevet pa
tavlen ennd, og max S, min S for det storste og minste tallet i S.

Nar vi kaller den ene spilleren X, er Y motspilleren.

Anta at X star for tur. Dersom max S > d, sier vi at X vinner gyeblikkelig
(ved simpelthen a skrive tallet max S). Dersom max$ < d < max$ + min S,
sier vi at X taper gyeblikkelig, fordi Y vinner gyeblikkelig i neste trekk samme
hva X gjeor. Dersom X ikke vinner gyeblikkelig, men kan spille slik at Y taper
oyeblikkelig i neste trekk, sier vi at X vinner raskt.

I analysen finner vi ofte at X bare har ett mulig valg for & hindre at Y vinner
raskt i neste runde. I sa fall sier vi at X ma gjore dette valget.

Det er opplagt at dersom m < n, vinner Arne gyeblikkelig.
Dersom m = n + 1, taper Arne oyeblikkelig.

Dersomn+2 < m < 2n, vinner Arne raskt ved & skrive opp k = m—(n+1), slik
atd =n+ 1etterpd. Daer1 <k <n-—1,sdmaxS =nmensmin X € {1,2}.)

Heretter antar viat m = 2n+1. Vi oppsummerer hva vi kommer til 4 oppdage
i det tilfellet:

Arne taper dersom n er odde, eller mer generelt dersom n = 2/n’ der n’ er et
oddetall og j er et partall. Ellers vinner han.

For a se det, begynner vi med starten av spillet, uten andre antagelser enn
m=2n+1.

Dersom Arne skriver opp n, vinner Berit raskt ved & skrive opp 1: For da blir
d =nogs$ = {2,..,n— 1}, og Arne taper gyeblikkelig. Men dersom Arne
skriver opp k med 1 < k < n og Berit skriver opp n — k, sa vinner ogsa Berit
raskt, fornd erd = n+ 1 og maxS = n, min S € {1, 2}. Uheldigvis for Berit,
kan hun ikke gjor dette dersom n — k = k, altsa dersom n = 2k. S& langt vet
vi altsa at Arne taper dersom n er odde.

Anta na at n er et partall. Analysen i forrige avsnitt viser at Arne ma skrive
opp n/2. Mer generelt viser det seg at Arne og Berit ma skrive tallene n/2,
n/4, .., n/2 itur og orden si lenge disse tallene er heltall. Den forste som
ikke kan det, taper.

For & se dette, gar vi frem ved induksjon. Vi antar at n = 2/n’ for et heltall
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n’ (ikke nedvendigvis odde), og at Arne og Berit i tur og orden matte skrive
opp tallene n/ 2 fori =1, ..., j. Vi har allerede sett dette for j = 1. Na er
d=2n+1—n/2 '+ +n/2)) = (1+27)n+1, og det er X sin tur (X er Arne
hvis j er et partall, ellers er det Berit som er X).

Dersom X velger et tall k > 27/n, blir ny d < n + 1, og Y vinner oyeblikkelig
i neste runde (husk at n ikke har veert brukt). Sa X ma velge et tall k < 27/n.
Deretter kan Y velge 27/n — k dersom det gar an, som gjor at d = n + 1, og
X taper oyeblikkelig i neste runde. For & hindre det, ma X velge k = 27/~ !n,
Hvis 2 7n er et oddetall, kan ikke X det, s3 X taper. Men hvis 27 /neret partall,
fortsetter spillet til neste runde. Det fullferer induksjonstrinnet. (Fyll inn flere
detaljer selv om du feler behov for det.)

Oppsummert: Arne vinner (har en vinnende strategi) dersom m < n, eller

n+2<m< 2n, ellerbade m = 2n+ 1 ogn = 2/n’ med j og n’ oddetall. I
motsatt fall vinner Berit.

Oppgave 3.

a. Det er ingen lesning med a = 0, for da er venstresiden et oddetall > 3,
men n! er partall nar n > 1.

Vi prover a = 1, altsa 5° + 3 = n!. Vi far ingen lgsning med b = 0, og om b > 0
ma da n! = 3 (mod 5). Men n! = 0 (mod 5) for n > 5, sa vi matte han < 5.
Det gir n! € {1, 2, 6,24}, men ingen av dem har formen 50 + 3.

Om a > 2 far vin! = 2 (mod 4), som kun er sann for n = 3 (for alle storre n
ern! =0 (mod 4)). Ligningen 2 + 5° + 1 = 6 har lgsningen a = 2, b = 0.

Altialtera=2,b=0,n = 3 eneste losning.

b. Forst er det lett & se at a = 0 og vilkarlig heltall b oppfyller betingelsene.
Heretter antar vi a = 0. De to venstresidene har en felles faktor a? + 1, siden
a®+1 = (a®+1)(a*—a®+1) oga*—1 = (a® +1)(a® — 1). Dermed gér a +1 opp
i begge hoyresidene, og da ogsa i kombinasjonen h; — bhy, der hy, h, er de to
hoyresidene. Det gir at a® + 1 | 81b. Men 3 er ikke en faktor i a + 1, fordi a®
er kongruent med 0 eller 1 modulo 3. Siden 81 = 34 folger at a® + 1| b. Men
siden a® + 1 | hy, folger av det at a® + 1 | 41. Det er ikke tilfelle nar a # 0, sa
det er ikke flere losninger.
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Oppgave 4.

a. Skriva=y+z b=z+xo0gc=x+yderx >0,y > 0o0gz > 0. Her
passer det 4 innfere syklisk summasjon: )" indikerer at vi skal summere tre
ledd, der vi suksessivt erstatter a med b, b med c, c med a, x med y, ymed z og
z med x. For eksempel er ), abx = abx + bcy + caz, og uttrykket oppgaven
sper om er

o a? +b% —¢? o (a® +b% — )
f:Z ab :Z '

abc
Siden nevneren abc er den samme i alle de tre leddene i summen, tar vi den
utenfor, og finner

abef= Z((y +2)2+(x+2)°%—(x+ y)z)(x +y)
=2 Z:o(z2 +yz+xz—xy)(x+y)
=2 Zo(zzx +x2z— x%y + y2% + 2z — xy? + 2xy2).

Na utnytter vi at 3. (x%y + xy?) = Y. (v%z + yz%) = Y (2%x + zx?), sa dette
forenkles til

abcf=2 Zo(xzy + xy? + 2xyz)
= 2(x%y + xy? + y?z + y2% + 2°x + zx% + 6xy2)
= 2(x + y)(y + 2)(z + x) + 8xyz = 2abc + 8xyz > 2abc,

slik at f > 2. Breken xyz/(abc) kan gjeres sa liten vi vil, for eksempel ved &
velge y = z = 1 og x liten: Da blir jo xyz/(abc) = x/(2(1 + x)?) < x/2, s&
f < 2+ x/2. Derfor kan vi ikke erstatte 2 med et mindre tall i ulikheten.

En alternativ fremgangsmadte er a benytte cosinus-setningen: Om «, ff og y er
vinklene motsatt sidene med lengde a, b og ¢, er ¢ = a? + b?> — 2abcosy og
tilsvarende for @ og . Vi ma altsa vise

cosa +cos B+ cosy > 1,
dera>0,8>00gy >0meda+ f+y = 180°. Vi kan begynne med
cosa +cosff=2 cos(%(a + ﬂ)) cos(%(a - ﬁ))
> 2cos?(1(a+ B)) = 2cos?(90° — 1y) =2 sinz(%y),

der ulikheten kommer fra |¢ — | < @ + f < 180° og det at cos er symmetrisk
og avtagende i [0, 180°]. Dermed er

cosa +cos B+ cosy > 2 sinz(%y) + cosy
=2(1- cosz(%y)) + ZCOSZ(%)/) -1=1
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Vi kan fa uttrykket sa neer 1 vi vil, for eksempel ved & velge @ = 25 og f =
Yy = 90° — 4. Da blir

cosa + cos f + cosy = cos(28) + 2sind = 1 —2sin® + 2sind < 1 + 26,

der vi kan velge ¢ sa liten vi vil.

b. Funksjonalligningen er

f(f)+y)=f(y)+x

Legg til z pa begge sider, anvend fpa begge sider, og bruk sa funksjonallig-
ningen pa begge sider:

FUGE +9+2) = f(f()<+ x +2),

N
<

f@+f)+y=fx+2)+y

som forkortes til Cauchys funksjonalligning

flx+2) = f(x) + f(2).

Spesielt er f(x + z) > f(x) (siden f(z) > 0), sd fer en (strengt) voksende
funksjon. Na kan vi ogsa forenkle den opprinnelige funksjonalligningen til
f(f(x))+ f(y) = f(y) + x, forkortet f(f(x)) = x. Na ser vi at f(x) = x, for
vihar f(x) > x < f(f(x)) > f(x) <= x> f(x) fordi er voksende, s&
hverken f(x) > xeller f(x) < x er mulig.



