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Oppgave 1.

a. Viskriver heller betingelsen i oppgaven pa formens, = t, mod n. Dersom
1 < k < nogker relativt primisk til n, s& er ogsa n—k relativt primisk til n, og
n—k # k. Dermed kan s, skrives som en sum av ledd pa formen k+(n—k) = n,
slik at s, = 0 mod n. Regnet modulo n er sdledes t, = s, +t, = n(n + 1)/2.
Dersom n er et oddetall, kan vi skrive t,, = n nle = 0, men om n er et partall,
har vi istedet t, = Z(n+ 1) = % # 0. Altsa holder betingelsen nar n er et

oddetall, men ikke nar n er et partall.

b. Vi skal se at f(n) = n + 1 for alle n. Den gitte betingelsen med m = 2 gir
at f(n) # nfor alle n € Z. Anta forst at f(n) > n+ 1, og sett m = f(n) —n. Sa
er f(n) =n mod mogm > 1, som er en motsigelse. Anta sa at f(n) <n—1,
og sett m = n — f(n). Na er nok en gang f(n) =n mod mog m > 1, atter en
motsigelse. Dermed er den forste pastanden vist.

Med m = 3 ser vi at f(f(n)) # n for alle n. Men da kan det ikke finnes noen
nslikat f(n) =n+1mens f(n+1)=(m+1)—1=n.Siden f(n) =n+1og
f(n) = n— 1 er de eneste to mulighetene for hver n, ma enten f(n) = n+1
for alle n € Z, eller f(n) = n— 1 for alle n € Z, eller det finnes en n, € Z slik
at f(n) =n+1forn > nyog f(n) =n—1forn < ngy. Alle de tre mulighetene
definerer en funksjon fsom oppfyller betingelsene i oppgaven.

Oppgave 2.

a. Det kan veere enklere i stedet & arbeide med by, by, ..., b, der b; = a; — a;_;.

Sa er kravet at ingen sum av typen Z;C:i by (med j > i) skal veere et primtall,
og malet & minimere summen b; + - + b,. (Apenbart velger vi a, = 1, s&
a, = 1+b; + -+ b,.) De fire minste mulige verdiene for hver enkelt b; er 1, 4,
6 og 8. Dersom b; = 1 ma b, > 8, ettersom 1+ 1,1 4+ 4 og 1 + 6 er primtall.

Beste alternativ for n = 3 er (by,by,b3) = (1,8,1), som gir a3 = 11. (Beste
alternativ uten enere i folgen er (4, 4,4) som gir a3 = 13.)

Beste alternativ for n > 3 er b; = 4 for alle i, spm gir a, = 1 + 4n. Dersom
vi skulle forbedre en slik folge, matte vi ha b; = 1 i noen plasser i folgen. Vi
samler enerne i klumper, der en klump er en folge b;, b;, 1, ..., biypjder b o = 1
fork =0,...,j,0g b # 1 (elleri < 2) og by 2j,o # 1 (elleri+ 2j+2 > n). Men
summen av en slik klump blir b;+--+bj;5; > (j+1)+8j = 9j+1 > 4(2j+1) nar
j = 3, sa en klump med j > 3 gir ingen forbedring over en folge med by = 4
hele veien. En klump med j = 2, alts& lengde 5, er heller ingen forbedring,
for (1,8, 1,8, 1) kan ikke brukes, ettersom 8 + 1 + 8 er et primtall. Heller ikke
(1,8,1,9,1) kan brukes, fordi 1 + 8 + 1+ 9 er et primtall. Dermed er summen
av en klump av lengde 5 storre enn 20 = 5-4. Det gjenstar a betrakte klumper
av lengde 3, altsa (1,8, 1). Men en slik klump kan ikke ha 4 foran eller bak,
og vi ender opp med minst 8 foran eller bak, som edelegger fordelen over
(4,4,4) - unntatt nar n = 3, som vi har sett.
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b. La P(x, y) betegne den gitte funksjonalligningen. Fra P(0, y) far vi f(0) = 0.
Fra P(x,0) far vi sa x f(f(x)) = f(0) + x? = x?, altsa f(f(x)) = x (for x # 0,
men det gjelder ogsa for x = 0 fordi f(0) = 0). Deretter ser vi pa P(x,—f(x))
og bruker det vi har utledet, og far 0 = f(—x f(x)) + f(x)?. Til sist prever vi
P(f(x), —x) med resultat 0 = f(—x f(x)) + x*. Sammenligning av de to siste
formlene leder til f(x)? = x?, altsd f(x) = +x for alle x. Begge funksjone-
ne gitt ved f(x) = x og f(x) = —x leser funksjonalligningen. Dersom det
finnes x # 0 og z # 0 med f(x) = xog f(z) = —z, kan vi skrive z = xy,
altsa f(xy) = —xy, og P(x, y) reduseres til x f(x + y) = —xy + x°. Dersom
f(x+y) = x+ yma xy = —xy, en motsigelse. Og f(x +y) = —(x + y) gir
—x2 = x%, som heller ikke er sant. Det finnes altsa ikke flere lgsninger enn
de to vi har funnet.

Oppgave 3.

a. Nettverket til Matteland-agentene er en graf, der nodene er agenter og
det er en kant mellom to agenter dersom de kan kommunisere direkte seg
imellom. Avstanden d(i, j) mellom agent i og agent j er det minste antall
kanter i en vei i grafen mellom de to. (Oppgaveteksten er flertydig pa det-
te punktet, men konklusjonen er uavhengig av den eksakte definisjonen av
avstand, sa lenge avviket mellom definisjonene er en konstant. Definisjo-
nen brukt her gir det mest likefremme beviset.) Avstanden oppfyller tre-
kantulikheten d(i,k) < d(i,j) + d(j, k). Andreas har en liste over storrelse-
ne m(i) = max(d(i, N),d(i, E)) der N og E star for Noah og Edvard. Andreas
gnsker 4 bestemme x = d(N, E).

Dersom node i er pa en korteste vei mellom N og E, er d(i, N) + d(i,E) =
d(N,E) = x, sa 2m(i) > x. Hvis x er et partall og i er midt pa veien mellom D
og E, har vi likhet, s x = 2m(i). Men hvis x er et oddetall, er det ingen node
midt pa den korteste veien. For de to nodene neermest midten, er d(i, N) =
d(i,E) + 1, og dermed x = 2m(i) + 1.

En skulle tro at man kan skille mellom x partall og x odde ved a se hvor
mange noder i minimerer m(i). Dersom det er bare én korteste vei mellom N
og E, vil én eller to noder minimere m(i), avhengig av om x er et partall eller
oddetall. Men fordi det kan finnes flere korteste veier, og (viktigere) flere enn
ett midtpunkt (eller nesten-midtpunkt) mellom N og E, forer ikke det frem.

Vi har neglisjert noder som ikke ligger pa en korteste vei mellom Nog E, men
det er enkelt: For en slik node jer d(j, N) + d(j, E) > x, sa 2m(j) > x.

Konklusjon: Andreas finner minste verdi p for m(i), og alt han na kan vite, er
at d(N, E) er enten 2y eller 2p+ 1. Er han riktig heldig og det er bare én node
med m(i) = y, sa vet han at d(N, E) = 2.
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b. La Nvere halvparten av summen 1+ 2 + --- + 4048, altsa N = 2024 - 4049.
Det er opplagt at enhver 2024-tabell har en jevn fargelegging med redsum
> N: For hvis en gitt fargelegging har redsum < N, kan vi bare snu om pa
fargeleggingen, altsa bytte redt mot svart, sa far vi en ny jevn fargelegging
med redsum > N. For & vise at N er det storste tallet med denne egenskapen,
ma vi finne en 2024-tabell slik at enhver jevn fargelegging har redsum lik N.

Nar vi skal beskrive en 2024-tabell, kan vi la kolonne j veere (a;, b]-) med aj i
forste rad og b;i andre rad. En javn rodfarging kan beskrives med r; = +1, der
ri = +1omajer rodfarget, ogr; = —1 om b; er redfarget. Dama ry +---+ry24 =
0, og redsummen blir

2024 2024 2024 2024
_1 _1 1 _ 1
R=5 > (A +ra+ (A=) =5 ) (g+b) 5 Y rig=N—3 > rg
j=1 =1 j=1 =1

der ¢j = bj —a;. La na aj=2j—1og bj = 2j,forj=1, ..., 2024. Sa er ¢ =1 for
alle j, og betingelsen );r; = 0 gir R = N. Det vil si, alle jevne fargelegginger
gir samme redsum N.

Samme argument virker dersom ¢; er en konstant uavhengig av j, ikke ned-
vendigvis 1. Det er ogsé en nedvendig betingelse, for om ¢; # ¢, far vi for-
skjellig resultat ved & velge henholdsvis (r;, ;) = (1,—1) og (r;, 1) = (-1, 1).

Vi ma altsé telle opp antall 2024-tabeller der b; — a; = d (uavhengig av j) for
alle j. Vi kan telle bare de med d > 0 og gange med 2, og s& kan vi alltid
sortere kolonnene etter den ene raden, la oss si a; < ay < ... < a4, Og s&
ganger vi antallet med 2024! etterpa.

For a fa til d = 1, kan vi fylle fra venstre ende og se at vi ikke har andre
muligheter enn den vi konstruerte ovenfor. S anta d > 1. Igjen starter vi a
fylle inn fra venstre ende, og ser at vi ikke har andre muligheter enn a sette
aj = jogb; = j+dfor j=1,..,n S har vi brukt opp tallene 1... 2d, og starter
pa ny frisk. Det samme skjer igjen og igjen, og det gar ikke opp i andre enden
med mindre d | 2024.

Men 2024 = 23-11-23 har 4- 2 - 2 = 16 divisorer, og vi konkluderer med at
det finnes 66 - 2 - 2024! = 32 - 2024! 2024-tabeller med den sgkte egenskapen.
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Oppgave 4.

a. Vi avslerer konklusjonen med det samme: Vinkelen BAC ma veere rett,
som vist i figuren til hoyre. Figuren til venstre, som altsa ikke kan veere riktig,
er bedre egnet til 4 illustrere argumentet.

A A
0
B H C
5 D
D
E E

Trekk linjestykket AE. Midtnormalen (stiplet i figuren) passerer gjennom D
og halverer vinkelen ADE, fordi AD = DE. Men midtnormalen til en sirkelse-
kant passerer gjennom sentrum i sirkelen, sa O skulle ligget pa den stiplede
linjen. Fordi £ZADO = 4£CDE og DO er vinkelhhalveringslinjen til ADE, ma
£CDO = 0° slik at O ligger pa BC, Det vil si at BC ma veere en diameter i
sirkelen, og £BAC = 90°.

b. (Figuren er ikke korrekt, i den forstand at I; 131415 ikke er syklisk. Men
den kan brukes til den forste delen, som ikke avhenger av den hypotesen.)

La Q; veere midtpunktet pa sirkelbuen mel-
lom P; og P, 1. Om man halverer en periferi-
vinkel, halveres ogsa sirkelbuen den skjeerer
ut, takket veere periferivinkelteoremet. Der-
for vil linjen P, ;Q;_; halvere £P,_{P, P,
og P,_10; halverer £P,P,_{P;,1, slik at [ blir
skjeeringspunktet mellom de to linjene. Se
tilfellet i = 2 i venstre halvdel av figuren.

I hoyre halvdel av figuren har vi tegnet inn
sirkelen med sentrum i Q, som passerer
gjennom P, og Ps. Her ser vi at £P;P5Q; =
12 P3Q,P,, fordi begge er periferivinkler i den opprinnelige (store) sirkelen,
mens den forste skjeerer ut en bue som er halvparten av buen den andre skjee-
rer ut. Men fordi den forste av disse vinklene er en periferivinkel og den and-
re en sentralvinkel i den lille sirkelen, og begge passerer gjennom P4, ma det
andre benet av hver vinkel skjeere den lille sirkelen i samme punkt. Dette
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punktet er I, per definisjon. P4 samme mate ser vi at Is ogsa ligger pa den
samme sirkelen. Ved & gke alle indeksene med 1, 2, 3 og 4 (syklisk), ser vi at
firkanten P,I;,{ P, er syklisk, og Q; er sentrum i omsirkelen.

Pastand: Firkanten P,1,15P5 er syklisk.

Beviset for pastanden er vinkeljakt. Vi skal P,

bruke rettede vinkelmal angitt ved symbolet %,

slik at £ CAB = —xBAC. Vinkler som avviker

med et heltallig multiplum av 360°, regnes som P, Ps
like. Spesielt er en firkant ABCD syklisk hvis og

bare hvis £ DAB = £DCB + 180°. Vi kan ogsa

addere vinkler: £ BAC + £ CAD = £ BAD uan-

sett hvordan punktene ligger innbyrdes.

I figuren har vi benyttet reguleere femkanter P Py

for enkelhets skyld. (Det er en overforenkling

vi ikke ma bruke i beviset!) Vi har tegnet inn relevante sirkler for & hjelpe
oss a holde styr pa de mange firkantene vi vet er sykliske mens vinkeljakten
pagar. Vinkeljakten gar stort sett fra venstre mot hoyre i nedre del av figuren.
Er du klar? Da setter vi i gang:

A PyloIs = £ PyloI5 4+ A 131,15 addisjon
= % PyP3l3 + £ 131,15 to sykliske firkanter
= A PyP3l3 + £131,P, + X P,1,I5 addisjon
= £ P,P3I3 + £13P3P, + £ P41 + 180° en syklisk firkant
= 4 P,P3P; + £ P 1,15 + 180° addisjon
= 4 P,P;P, + £P;Psls + 180° to sykliske firkanter
= 4 P,PsI5 4+ 180° addisjon

Dermed er pastanden bevist.

Beviset avsluttes na raskt ved help av teorien for potenslinjer, iblant ogsa kalt
radikalakser (et 1an fra engelsk terminologi). La oss skrive P : w for potensen
til et punkt P i forhold til en sirkel w. To ikke-konsentriske sirkler w; og w,
har en potenslinje A(w;, w,) som bestar av alle punkter Pmed P : w; = P : w,.
Potenslinjen er en linje som star ortogonalt pa linjestykket mellom de to sir-
kelsentrene. Dersom sirklene skjeerer hverandre i to punkter, er potenslinjen
rett og slett linjen gjennom de to skjeeringspunktene. Gitt tre sirkler w;, v, og
w3 med sentre som ikke ligger pa linje, sa vil alle de tre potenslinjene skjeere
hverandre i et felles punkt. For A(w;, w,) og A(wy, w3) er ikke parallelle, og
de skjeerer hverandre derfor i et punkt P. Men sd er Pw; = P : wy = P : w3,
slik at P ogsa ligger pa A(w;, w3).

Tilbake til saken: La w;, veere omsirkelen til P;I;I,P,, og ws; veere omsirkelen
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til PsIs1;P; La ogsa ws, veere omsirkelen til P5I51,P, (vi har jo nettopp vist at
denne firkanten er syklisk). S& skjeerer w;5 og ws; hverandre i P; og I;, mens
w12 Og ws3 skjeerer hverandre i Py og I, 0og ws; 0g wsy skjeerer hverandre i Ps
og Is. I felge teorien i forrige avsnitt vil da linjene PsIs, P;I; og P,I, skjeere
hverandre i ett felles punkt. Det samme ma gjelder P;I;, P,I, og P31 ved
samme argument og det gjelder ogsa P15, P3I3 og P,ly. Det folger at alle de
fem linjene P,I; motes i ett felles punkt.

Figuren over illustrerer at situasjonen gitt i oppgaven ogsa kan forekomme for
ikke-regulzere femkanter. De svarte punktene pa sirkelranden ligger midtveis pa
sirkelbuen mellom P; og P;.1, og de tynne svarte linjene er vinkelhalveringslin-
jer i trekantene P,_P,P;. 1. De rode sirklene skjaerer hverandre parvis i punk-
tene P; og I, og linjene P,I; motes alle i det rode punktet M, litt til venstre for
sirkelsentrum. (At ogsa femkanten I, 131415 er syklisk vises ikke figuren. Den
er overlesset nok som den er.)



