Niels Henrik Abels matematikkonkurranse
2010-2011. Lgsninger

Fagrste runde 4. november 2010

Oppgave 1. Alle tallene er mindre enn 1/2, unntatt 1/(3/2) =2/3. ...... D

Oppgave 2. Hver av de 20 personene hilser pa 18 personer, sa hvis vi tar for
oss person for person og legger sammen antall handtrykk, blir svaret 20 - 18.
Da er hvert handtrykk telt to ganger (en gang for hver person som deltar i
handtrykket), sa antallet er 20 - 18/2 =180. .......... ..., C

Oppgave 3. Hvis linjestykker trekkes fra sentrum til
hvert hjorne, deles sekskantene inn i likesidede trekanter
med sidelengde 1. Linjestykket som gar mellom sentrene,
og tre av sidene i trekantene, danner en rettvinklet tre-
kant med hypotenus av lengde 2 og katet av lengde 1
(se figur). Pytagoras’ setning gir avstand /22 — 12 = /3 mellom sentrene. E

Oppgave 4. 16-2'6 =16 (24)4 =16-16* =16 ....... ... ... ... .. ...... C

Oppgave 5. Vi nummerer eplene fra 1 til 10, og antar at 1-6 er grgnne. Vi
tenker oss at Berit trekker ett eple om gangen. Det er 10 muligheter for
forste eple. For hver av disse mulighetene er det 9 muligheter for andre eple
— til sammen 10 - 9 muligheter. For hver av disse 10 - 9 mulighetene er det
8 muligheter for tredje eple — til sammen 10 - 9 - 8 mulige utvalg av 3 epler
— alle like sannsynlige. Et tilsvarende resonnement viser at det er 6 -5 - 4
mulige utvalg av 3 grenne epler, slik at sannsynligheten for at alle er grgnne
er6-5-4/(10-9-8) = 1/6. « oo C

Oppgave 6. Anta at n2 +9 = k2, der k er et positivt heltall. Dette er tilfelle
ngyaktig nr 9 = k* — n? = (k — n)(k + n), altsd nér (k —n,k+n) er (1,9),
(3,3) eller (9,1), altsé nar 2n = (k+n) — (k —n) er 8, 0 eller —8, det vil si
nar ner lik 4, O eller —4. ... . D

Oppgave 7. Pa de forste 4 kilometrene bruker Astrid 4/15 h = 16/60 h =
16 min. Hun ma da bruke 25 min — 16 min = 9 min = 9/60 h = 3/20 h pa de
siste 2 kilometrene — altsd holde en gjennomsnittsfart pa 2/(3/20) km/h =
135 km/h. oo B
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Oppgave 8. La S og S veere sentrene i sirklene og A
og B skjeeringspunktene. Firkanten ASBS’ er en rombe
med sidelengde 1, og fordi diagonalen SS’ har lengde
V2 = V12 4+ 12, fglger det av Pytagoras’ setning at rom-
ben er et kvadrat (diagonalen ville ha veert kortere eller
lengre hvis vinkelen A ikke hadde veert rett). Summen
av arealene av kvartsirklene ASB og AS'B er summen
av arealet av hele kvadratet og arealet av omradet som ligger inni begge
sirklene (sistnevnte areal blir regnet med to ganger). Sa arealet av omradet
som ligger inni begge sirklene, er differansen mellom summen av arealene av

kvartsirklene og arealet av kvadratet, 2- 4 - 712 =12 =2 —1. .......... B

N Oppgave 9. La de sma rettvinklede, likebeinte trekantene som
x dannes, ha kateter av lengde x. Ved Pytagoras’ setning har hypo-
tenusen lengde v/2z. Sidene i kvadratene deles inn i linjestykker
oA som bestar av to kateter og en hypotenus, slik at 1 = 2z + v/2z,
som gir r = 1/(24+v2) = (2—v2)/(4—2) = 1—/2/2. Arealet av

stjernen er arealet av et enhetskvadrat pluss arealet av fire tre-

z  kanter, 1+4-122 = 142(1-v/2/2)? = 1+2(1-v2+1) = 4-2V2.

Oppgave 10. Vi har a/c = (a/b)(b/c) = 2-5 = 10. Daer (a®>+b*+¢?)/(ac) =
a/c+b?/(ac)+c/a=ajc+ (b/c)/(a/b) +1/(a/c) =10+ 5/2+1/10 = 12,6.

Oppgave 11. Det er umulig & gi 1, 2, 4 og 7 kroner. Det er mulig & gi 3, 5, 6,
8, 9 og 10 kroner — dermed ogsa ethvert hgyere belgp, for eksempel ved a gi
et antall trekronemynter i tillegg til 8, 9 eller 10 kroner. ................. B

Oppgave 12.  Hvis m? = 329 —mmn, sd er m(m+n) = m?+mn = 329 = 7-47.
Hvis m og n er heltall stgrre enn 1, ma m =7 og m +n = 47, sa n = 40, og
mn ="7-40 = 280. ... . D

Oppgave 13. Det kan veere 1, 2 eller 3 styremedlemmer i komiteen. Disse kan
velges pa henholdsvis 3 mater, 3 mater eller 1 mate. De gvrige medlemmene
kan velges pa henholdsvis 7-6/2 = 21 mater (den ene kan velges blant de
7 som ikke er styremedlemmer, den andre blant de 6 resterende, men da
har vi telt alle par to ganger — derfor deler vi med 2), 7 mater eller 1 mate
(nemlig ingen gvrige medlemmer). Til sammen kan komiteen settes sammen



Abelkonkurransen 2010-2011 Fgrste runde Lgsninger Side 3 av 4

pa 3-21 +3-7+ 1 = 85 mater. (Vi kan ogsa tenke slik: Det er 10-9 - 8/6
mulige komiteer, der vi har delt med 6 fordi 6 ulike rekkefglger av valg av de
tre gir samme komité, og 7 -6 - 5/6 mulige komiteer valgt blant de som ikke
er styremedlemmer. Differansen er 85.) .......... .. .. o D

Oppgave 14. Hvis n(n — 1) er delelig med 2010 = 2 -3 -5 - 67, er n eller
n — 1 delelig med 67, siden 67 er et primtall. De minste mulighetene for n er
derfor n = 67, 68, 134 eller 135. Men pa samme mate er n eller n — 1 delelig
med 5, sa det utelukker de tre forste mulighetene. Derimot er 135 - 134 =
(5:3-9)-(67-2) =9-2010. ..o D

Oppgave 15. Vi kan velge den felles siden pa 16 mater. De to siste hjgrnene i
firkanten kan velges blant 12 hjgrner (vi kan ikke velge de to hjgrnene i kanten
vi allerede har valgt, eller de to nabohjgrnene pa hver side av kanten). Dette
kan gjgres pa 12 - 11/2 = 66 mater (vi deler med 2 fordi to ordnede par av
hjgrner definerer samme kant). Men da har vi fatt med 11 par av hjgrner
der begge hjgrnene hgrer til samme kant i 16-kanten. Sa det totale antall
firkanter med ngyaktig én side felles med 16-kanten er 16 - (66 — 11) = 880. E

Oppgave 16. Bokstavene eimm kan oppta 4 av 10 plasser. Det er 10 mulig-
heter for plassering av e. For hver av disse mulighetene er det 9 muligheter
for 4, til sammen 10 -9 muligheter. Videre er det 8 og 7 muligheter for m-ene,
til sammen 10-9-8-7/2 = (10-7/2)-(9-8) = 35- 72 muligheter (vi har delt
med 2 fordi to plasseringer av fgrste og andre m gir samme ord). Resten av

bokstavene, aakktt, plasseres i denne rekkefglgen pa de ledige plassene. ...c
3 \ Oppgave 17. Sentrum i sirklene, det ene ytre hjgr-
/ /2 net i kvadratet og midtpunktet pa den ytre siden
1 &z av kvadratet er hjgrnene i en rettvinklet trekant.

Hvis siden i kvadratet har lengde x, har katetene
lengder 1 4 x og x/2, mens hypotenusen har lengde v/2. Pytagoras’ setning
gir (1+x)?+22/4 = 2, eller 522 +8x—4 = 0, som har positiv lgsning x = 2/5.
Arealet av kvadratet er m2 = 4/25. ... . B

Oppgave 18. Hvis de deler med 2, 10 og 30, far de 1005, 201 og 67, som har
sum 1273. Hvis de deler med 3, 5 og 10, far de 670, 402 og 201, som ogsa har
sum 1273. Summen av de tre tallene de deler med blir 42 i det fgrste tilfellet
og 18 i det andre. Sa ut fra opplysningene i oppgaven er det umulig & avgjore
summen av tallene de deler med. ....... ... .. ... ... ... E
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F S r Oppgave 19. Pyramiden bestar av en bakre trekant, to side-
' trekanter, en fremre trekant og en bunnflate. Den bakre
/‘w trekanten har grunnlinje og hgyde 1, og areal 1/2. Side-

' trekantene har grunnlinje 1, og hgyden er lengden av side-

kanten i den bakre, likebeinte trekanten, v/5/2 ved Pyta-

goras’ setning, slik at arealet av de to sidetrekantene til

sammen er v/5/2. Den fremre trekanten har grunnlinje 1 og

hgyde lik lengden av en diagonal i en sideflate i kuben, v/2, slik at arealet er
v/2/2. Den kvadratiske bunnflaten har areal 1. Summen av alle arealene er

B V2 V) B

Oppgave 20. La a, b, ¢, d og e veere antall sopper henholdsvis Anne, Bjgrn,
Celine, Dag og Erik plukker. Da sier opplysningene i oppgaven at a+b = c+d,
b+d>a+c, a+c>d+eoge+c>d+a. Likningen og forste ulikhet kan
skrives som d —a =b—c¢> —(d — a), og dermed er d —a > 0 (hvis x > —z,
er x > 0), slik at b > ¢ og d > a. Ved & sette sammen fgrste og andre ulikhet,
far vi ogsa b > e. Sa b eller d er stgrst (eller b og d er like store). Addisjon
av likningen og siste ulikhet, sammen med b > e, gir 20 > b+ e > 2d, slik at

b > . B
Fasit
1 p 11 B Hvis denne sida kopieres over pa en
5 c 12 b transparent, s3 fungerer tabellen til
] ] venstre som en rettemal.
3 E 13 D
4 c 14 D
5 c 15 E
6 p 16 c
7 B 17 B
8 B 18 E
9 A 19 B
10 E 20 B




