Niels Henrik Abels matematikkonkurranse
2011-2012. Lgsninger

Finale 8. mars 2012

Oppgave 1.

a. (i) Om Berit veksler to femkroner og en tjuekrone til tre tikroner, og sa
to femkroner og tre tikroner til to tjuekroner, sa er resultatet det samme som
om hun veksler fire femkroner til en tjuekrone. (Prosessen krever at hun har
en tjuekrone i tillegg, men slik er det jo her.) Gjor hun dette tre ganger, har
hun fatt vekslet sine tolv femkroner til tre tjuekroner, og ender opp med 14
tjuekroner og (fortsatt) 14 tikroner.

(ii) Hver gang Berit veksler er pengebelgpet uforandret. Hun har i alt 420
kroner, og trenger derfor & veksle til 420/(5 + 10 + 20) = 12 mynter av hver
av de tre sortene. Nar hun veksler, vil hennes beholdning av tikroner gke
eller minke med tre. I alt kan hun bare endre beholdningen av tikroner med
et heltallig multiplum av tre tikroner. Hun starter med 14 tikroner, og kan
dermed ikke ende opp med 12 tikroner.

b. Vi gnsker a vise at to tall m og m + 5 ma ha samme farge. Anta forst at
m er farget hvitt og m + 5 svart. Siden m er hvitt, ma m + 20 og m + 40 ogsa
veere hvite. Men siden m + 5 er svart, ma ogsa (m + 5) + 35 = m + 40 veere
svart, som er en selvmotsigelse. Anta na at m er svart og m + 5 hvitt. Da ma
m+ 105 =m +3-35= (m+5)+5-20 bade vaere svart og hvitt, som igjen
er en selvmotsigelse. Dette viser at m og m + 5 ma ha samme farge. Motsatt
vil kravene i oppgaven veere oppfylt nar m og m + 5 alltid har samme farge.

Vi deler na tallene fra 1 til 50 inn i fem grupper. Gruppe k (k =0,1,2,3,4)
bestar av alle tall som har rest lik & nar tallet deles pa 5. I forrige avsnitt
beviste vi at alle tall innenfor en slik gruppe ma ha samme farge, men grup-
pene kan fargelegges uavhengig av hverandre. Sa enten 0, 10, 20, 30, 40 eller
50 av tallene kan veere hvite.
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Oppgave 2.

a. Husk at vinkelhalveringsstralen til en vinkel bestar av punkter som ligger
like langt fra vinkelbena. Siden linjestykket 0,05 er en del av bade halver-
ingsstralen til /L,O; My og halveringsstralen til /L,0OM; vil punktene pa
denne ligge like langt fra O, Ly som fra O, M, og like langt fra OsL; som fra
Oy M;.

Vi kaller skjeeringa mellom O Ly og Oy Ly for B, og trekker halveringsstralen
til vinkelen O1 BOs. Der denne skjeerer 010, (012 pa figuren), vil avstanden
til alle de fire linjestykkene Oy Ly, O1Ms, OsL; og Oy M, veere like. Sirkelen
med sentrum i dette punktet som tangerer ett av linjestykkene, vil derfor
ogsa tangere de andre, og oppgaven er lgst.

Entydigheten fglger av at det bare er ett skjeeringspunkt mellom halverings-
linjen til /01 B0y og O105. Men vi ma passe litt pa: Man skulle tro vi kunne
bruke den andre vinkelhalveringslinjen i B, altsa den som halverer /O, BL;.
I figuren, der Ry < R,, vil denne mgte forlengelsen av 0,0, til venstre for
O;. Men en sirkel med sentrum der kan ikke tangere linjestykket Os Lo, for-
di tangeringspunktet til forlengelsen av linjestykket matte ligge til venstre
for L. Av tilsvarende grunner ser vi at det ikke er aktuelt & sgke en sirkel
med sentrum pa den andre halveringslinjen mellom forlengelsene av O, Ly og
O1 M, det vil si pa normalen til 010, gjennom O.

Merk: Hvis vi bytter om punktene Ly og M, holder fortsatt argumentet, men
punktet B havner utenfor figuren var, og vi ma forlenge noen linjer for a finne
det.

b. Med referanse til figuren over finner vi to likeformede trekanter O AOq,
og OlLQOQ. Det glI‘ A012 . L202 = 01012 . 0102, eller

@ _ 01012
R2 0102 .
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Pa samme mate far vi

Ry _ 02013
Rl 0102 ’
og legger vi de to sammen, far vi
R
12 + @ =1,
R, R
som vi like godt kan skrive
1 N 1
Ry, Ry Ry

Tilsvarende gjelder for alle par av sirkler S;, 5;, altsd

1 1 1

R R +Rj'

Setter vi dette inn i formelen som skal vises, blir den opplagt.

Oppgave 3.

a. Produktet er delelig med 125, siden bade 5 og 25 er blant faktorene. Siden
ogsa 1000 er delelig med 125, ma tallet representert ved de tre siste sifrene i
produktet vaere delelig med 125. Det ma ogsa veere et oddetall, siden det bare
er odde faktorer i produktet. Sa de tre siste sifrene er enten 125, 375, 625
eller 875. Disse fire tallene gir rest lik henholdsvis 5, 7, 1 og 3 etter divisjon
med 8.

Vi deler na opp produktet slik:
1-3-(5-7-9-11)-(13-15-17-19) - - - - - (2005 - 2007 - 2009 - 2011)
Uttrykket i hver parentes kan skrives
(8n—3)-(8n—1)-(8n+1)- (8n +3) = (64n* — 9) - (64n* — 1)

som gir rest 1 etter divisjon med 8. Da gjelder dette ogsa for produktet av
alle parentesene, og vi star igjen med rest 3 nar de forste to faktorene tas
med. De tre siste sifrene i produktet ma derfor veere 875.

b. Vi ser forst at m kan veere 1, 2 eller 4.
For m =1 er dette opplagt.
For m = 2 likes&, siden (25 + 1)? — 1 = 452 + 45 er delelig med 4.
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For m = 4 ser viat (2j +1)* —1 = 16j* +4-85> + 6 - 452 +4-2j =
165% + 3253 + 85(37 + 1) er delelig med 16 (siden en av faktorene j, 35 + 1 i
det siste leddet er et partall.)

Ingen odde m > 3 passer, for vi kan velge k£ = 2™ —1 = —1 mod 2™, som gir
k™= —1% 1 mod 2™.

Ingen partall m > 6 passer heller: La nemlig k = 2™/2 + 1, som gir k" =
m-2™/2 4 1. Men m - 2"™/2 er ikke delelig med 2™, fordi m < 2™/2 nar m > 6.

Alternativ lpsning: Vi vil beregne storste j slik at 3™ — 1 er delelig med 27,
betegnet ved ordy (3™ — 1). Anta m er et partall, dvs. m = 2n. Da er

3 —1=3"-12=(3"-1)(3"+1).
Merk at modulo 8 er

" 2, om n er et partall,
3"+ 1=
4, om n er et oddetall.

Derfor vil

ordy(3™ —1) = {0rd2(3" —1)+1, om n er et partall,

ordy(3" — 1) 4+ 2, om n er et oddetall.
Lam =2%-b hvor a > 0 og b er et oddetall. Dersom a > 1, vil
ordy (3™ — 1) = ordy(3* — 1) +a + 1.

Siden b er odde, er 3° — 1 =3 — 1 = 2 modulo 8, og derfor ord,(3* — 1) = 1.
Dermed far vi
1, nar a = 0,

a-+2, mnara > 0.

ordy(3" — 1) = {

Kravet om at 2™ skal dele 3™ — 1 er ekvivalent med m < ordy (3™ —1). Med
m = 2°b far vi ulikheten

om a = 0: b<1
om a > 1: 2°h < a+ 2

Denne likningen har opplagt ingen lgsninger for a > 3, mens vi for a < 2 far
b = 1 som eneste mulighet. Dette gir at m ma veere et av tallene 1, 2 eller 4.
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Oppgave 4.

a. Vi ganger ut og far den ekvivalente ulikheten
2 2 3 3
2+3(x+y) +3<<x) + <y> ) + ((m) + (y> ) > 16
y Y x Y x

1\2
Fra (\/_ — \/_) > 0 folger den velkjente ulikheten a + é > 2 for alle a > 0.
a

Bruker vi denne for a = z/y, a = (z/y)? og a = (x/y)? far vi
2 2 3 3
ol 2o+ ) (6
y T Y T Y T
>2+3-24+3-242 > 16,

som var det vi skulle vise.
b. Forst ser vi at a,, > 0 for alle m (ved induksjon pa m).

Videre er a,, < a1 + by, 0g et nytt induksjonsargument gir
U < Cpp, der ¢, =by+ -+ b,,.

For m > 2 far vi

afn = 2(12 1+ 2sa,,-1by, —|—b
<s a 1+ 2s¢m—1by, + b2
< Qam 1+20m 1 + 02,
Vi adderer likheten a? = b? og ulikhetene over for m = 2, ..., n, og far

aj + - +ap <s°(a] + -+ ai_y) +2e1by + -+ 200 1by + 0]+ B
= s*(ai + - +ai_1)+<b1+---+bn)2
s*(af+ - +ai_; +a2) + 107,

som gir ulikheten det spgrres etter.

| /\



