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Niels Henrik Abels matematikkonkurranse
2015-2016. Lgsninger

Fgrste runde 5. november 2015

Oppgave 1. Summen av de tre oppgitte belgpene er 250 kr. I den summen er alles
penger regnet med to ganger, sad summen ma delesmed 2. ................... B

Oppgave 2. Det skyggelagte omradet er satt sammen av fire halvsirkler og fire
kvartsirkler, alle med radius 1. Arealet blir 4 - % -r+4- i =3z .......... A

Oppgave 3. 47.24=21.24 =28 =230 =86 . .. . .. ... ... ... .. ......... B

Oppgave 4. Sannsynligheten for at et hvilket som helst tall a, er odde er l . Sann-
synhgheten for at a, og a, begge er odde, er derfor .Sa a,a, er odde med sannsyn—

lighet - 3> 0g et partall med annsynhghet =. Det samme gjelder a,a;. Differansen
er et partall thS og bare hvis a a4 og a2a3 har samme paritet, og det skjer med
3 _ 10

sannsynhghet == + iy §' ....................................... E

Oppgave 5. Identiteten a®> — b*> = (a — b)(a + b) brukt fgrst med a = 2016 og

b = 2015% og s& med a = 2016 og b = 2015 gir at brgken har verdien 2016 —
20152 =2016+2015 = 4031, ..ot B

Oppgave 6.

Trekk diagonalene til den indre sekskanten gjennom
sentrum som vist. Na er den ytre sekskanten delt i 18
smatrekanter, hvorav 6 utgjgr den indre sekskanten.
Tolv av smatrekantene er likesidete og like store. Hver
av de gjenvaerende seks smatrekantene, langs sidene til
den store sekskanten, har samme grunnlinje og hgyde
som de likesidete trekantene ved siden av. Derfor har
alle smatrekantene samme areal, og forholdet mellom
sekskantenes arealer er3. .......... ... i B

Oppgave 7. Samme hva summen av de tre fgrste er, vil to av seks mulige utfall
for den siste av dem fgre til at summen av alle er delelig med 3. (Enten 1 og 4, eller
2 og 5, eller 3 og 6.) Sannsynligheten for dette er % ......................... C
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Oppgave 8. Skriv for enkelhets skyld alle tall fra O til 999 med tre siffer, med
ledende nuller for sma tall.

De to f@rste sifrene i et tresifret tall velges vilkarlig blant 0, 1, ..., 8. Det kan gjgres
pa 9% = 81 mater.

Av tallene som fremkommer ved at det siste sifferet velges fritt blant O, 1, ..., 8, er
presist ett delbart med 9, siden disse er ni tall i rekkefglge. Sa atte av dem er ikke
delelig med 9, og vi ender opp med 81 - 8 = 648 tall som oppfyller betingelsene i
OPPEAVEIL. . vt ettt ettt et ettt e e e e e e e e D

Oppgave 9. Skriv a og b for Annes og Berits naverende alder. Det er a—b ar siden
Anne var b ar. Den gangen var Berit b—(a—b) = 2b—a ar. Altsd er a = 3(2b—a), det
vil si 4a = 6b, som vi forkorter til 2a = 3b. Vi har ogsa fatt oppgitt at a + b = 60,
sa3a+3b=180. Detvil si 3a + 2a =180,saa=180/5=36. .............. E

Oppgave 10.

Legg til punktet D = (4,6), og noter at tre- D
kanten ADB er likebent og rettvinklet. (AD? =
BD?> = 4>+ 2% = 20,08 AB> = 62 4+2> = 4 c
40. Bruk omvendingen av Pytagoras.) Derfor er
Z2ABD = 45°. Vinkelen £C BD er ogsa rett, sa B
£LABC = 45° + 90° = 135°. (Alternativt kan
denne lgses med cosinussetningen eller bruk av
skalarprodukter.) ... ... ...t e C

Oppgave 11. Ethvert heltall » > 2 har i hvert fall divisorene 1 og n. Dersom p er
en divisor forskjellig fra disse to, er ogsa n/p en divisor. Hvis det ikke finnes flere,
er p=n/p, sd n = p*. Enhver divisor til p er ogsa en divisor til n, s& p ma vere et
primtall, ellers har n flere divisorer. De fire mulighetene er n = 22, n = 3%, n = 5°
08 = T2 C

Oppgave 12. Uansett hvilket kort du trekker fra den fgrste kortstokken er det fire
mulige kort 1 den andre som gir et par med det fgrste. Siden den andre kortstokken
inneholder 56 kort, er sannsynligheten for at det skjer4/56 = 1/14. .......... C

Oppgave 13. Forster A = (2015 — 1)(2015 + 1) = 2015> — 1> < E.
Sder E = (2000 + 15)* = 2000% + 152 +2-2000 - 15 > C.

. _ 2 2 (T\2\ _ 4912 2 _
Videreer D = ((45-3,5)(45+3.5))" = (45°~(3)") = (2025-=)" < 2015° = E.

Til slutter B = 1970 - 2060 + 2060 = (2015 —45)(2015 + 45) + 2060 = (2015)> —
45242060 = (20152) + 35> E. oottt B
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Oppgave 14.

I figuren finnes fire likeformede tre- C
kanter ABC, FBE, GDC og AED, G
alle med sidekanter i forhold 1:2: \/g .
Om x star for sidekanten i kvadratet,
blir CG = ;x, GF = x og FB = 2x,
saCB = \/_z %x+x+2x= %x,og
2 .
derfor2 ;c = ;\/g . Kvadratets areal blir A E B
2

X S T D
49

Oppgave 15. Ligningen m? + 2015 = »n? kan skrives pa formen (n — m)(n + m) =
5 - 13 - 31. Hver mate a skrive hgyresiden som et produkt av to faktorer gir en
lgsning, der n — m er den minste og n + m som den stgrste av de to faktorene. Dette
gir alltid heltallige Igsninger fordi begge faktorene mé vare oddetall. En faktor kan
velges pa 2° = 8 mter, siden den lages ved 4 ta produktet av tallene i en delmengde
av {5, 13,31 } (Produktet av tallene i den tomme mengden regnes lik 1.) Det gir
8/2 = 4 muligheter, siden hver faktorisering involverer to forskjellige faktorer. B

w mater. For heltalln =1, 2, ..., 15

gjelder at dersom 2% gér opp i 2000 + n, sd gar 2* ogsd opp i n, fordi k < 4 og
24 gér opp i 2000. Det fplger at om vi forkorter brgken w maksimalt,

finnes det ikke igjen en faktor 2 i telleren, sa brgken blir et oddetall. .......... E

Oppgave 16. Dette kan gjgres pa

Oppgave 17. Det viser seg at n* + 61 + 11n*> +6n = n(n+ 1)(n+2)(n + 3). Dette
er alltid delelig pa 4, sa vi trenger bare & sjekke om det er delelig pa 7 og pa 25
(fordi 700 = 22-5%-7 = 4-25-7). Hpyst én av de fire faktorene n, n+ 1, n +2 og
n + 3 kan vere delelig med 5, sa den faktoren ma da vere delelig med 25. Om vi
bare sjekker delelighet med 25 blir de fgrste kandidatene n = 22, 23, 24, 25. Den
fgrste av disse som ogsa gir delelighet med 7 ern = 25. Detgirn+3 =28 =4-7.



ABEL 3

o0 é

000
Abelkonkurransen 5 Lagsninger
Frste runde 2015-2016 z Side 4 av 4
Oppgave 18.

C

Dersom D er fotpunktet til normalen fra C til for-
lengelsen av AB, er £DAC = 45°. Sa trekanten E
DAC er likesidet. Pytagoras gir at AD = CD =
% 2, og en ny anvendelse av Pytagoras, denne " >

gang pa trekanten DBC, gir BC? = CD*+ DB* =
% + (%\/5+ 1)2 =2+ \/5 (Alternativt kan man finne BC? ved cosinussetningen.)
Radien 1 sirkelen med sentrum 1 A og som tangerer BC er r = AE, der E er fot-

punktet til normalen fra A til BC. E er midtpunktet p& BC, s& BE* = % + 5\/5

Pytagoras pé trekanten ABE girnd r> = 1 — (l + i\/&) , og radien til sirkelen er

2
7rr2=7r(%—z 2). ..................................................... C

Oppgave 19. Hvis A; = {m;,m;+1,....n;},s8ma A, = {2m;+1,...,.2n,— 1 }:
For det fgrste vil A, inneholde alle tallene m; + (m; + 1), m;+(m, +2), ..., m;+n,,
(m;+1)+n;, (m;+2)+n,, ..., (n,—1)+n,. Og det er uten videre opplagt at summen
av to ulike tall x og yi A; ma oppfylle 2m, +1 < x+y < 2n,— 1. Med andre ord er
Ay =Moo ny p derm =2m,+10gn,,, =2n, — 1. Disse to ligningene
kan skrives om til m;; + 1 = 2(m; + 1) og n,,;, — 1 = 2(n; — 1), og det fglger at
m,+1=2(my+1)=2" ogn,— 1 =2/(n,— 1) =3-2". Antall forskjellige tall i
Aperng—mp+1=3-2+ D) -2 -1 +1=29+3=1027. ........ D

Oppgave 20. For hvert positivt heltall k er

1_ 1 _ 1
k2 " k(k—1) k-1

x| —

Summert fra k = 2016 til k£ = 4030 gir dette

1t 1 _ 1
x 2015 4030 4030

SAX > 4030, oo E




