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Stian Temmerdal

Hvorfor er dette riktig, og hvorfor er dette feil?

Resonnering og argumentasjon pa smatrinnet med oppgaver fra Kengurukonkurransen

Kjerneelementene skal vaere baerende elementer i
matematikkundervisningen, bade i grunnskolen
og videregaende opplering, og fremhever vik-
tige aspekter i undervisningen. Ett av kjerneele-
mentene er resonnering og argumentasjon, som
er en tilneerming mot det & utvikle matematiske
bevis. Hensikten er a tilrettelegge for en progre-
sjon fra uformelle bevisferinger i begynneropp-
leeringen, til en stadig okende grad av formelle
matematiske foringer oppover skoletrinnene.
A argumentere kan fungere som en brobygger
mellom den uformelle bevisforingen og den for-
melle bevisforingen.

I denne artikkelen skisseres ulike méter a
komme i gang med resonnering og argumen-
tasjon i smatrinnene. Eksemplene er hentet fra
arets Kengurukonkurranse.

De viktige spgrsmalene

Det er enkelt a sporre elevene hvordan de har
tenkt, men hvordan kan vi trekke elevene videre
fra & «bare» forklare, til a resonnere og argu-
mentere for sine matematiske lgsninger? Dette
er noe elevene ma lere, det kommer ikke av seg
selv. Jaworski (2010) hevder at det & undervise
utforskende matematikk ikke er en metode, men
en grunnleggende holdning til matematikkfaget.
Det samme gjelder for resonnering og argumen-
tasjon, nar dette kjerneelementet skal finne sin
naturlige plass i matematikkundervisningen. Et
enkelt grep er a justere méten du stiller spors-
malene til elevene pé. I stedet for & be elevene
regne ut 11 - 4, kan man utfordre elevene til &
vise hvorfor 11 — 4 = 7. Dersom elever i storre
grad utfordres med sporsmal som «Vis at ...»
eller «Argumenter for at ...», vil elevene reson-
nere, bruke og bevise de generelle idéene om
hvordan matematiske idéer fungerer (Russell,
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1999). Elevene ma lere a sporre seg selv «Kan
dette stemme?» og «Hvorfor er dette riktig?».

Skap mulighetsrom med kenguruoppgaver
Oppgavene fra Kengurukonkurransen er pro-
blemlgsningsoppgaver, med fem svaralterna-
tiver, hvor flesteparten egner seg til & jobbe
med resonnering og argumentasjon. Nar elever
jobber med problemlgsning meter de et pro-
blem de ikke kjenner til fra for, som de skal
lose, og samtidig vurdere om lgsningene er gyl-
dige (LK20). Nér de vurderer gyldigheten i sine
lgsninger kan de utfordres til & argumentere og
begrunne hvorfor de mener at svaret er riktig.

Mange kenguruoppgaver bygger pa matema-
tiske idéer, og er satt inn i kontekster for & vekke
nysgjerrighet og engasjement hos elevene. Det er
ikke sikkert at elevene oppdager disse idéene om
de jobber med oppgavene alene. Du ber derfor
benytte mulighetene som ligger i gode oppgaver,
og utnytte mulighetsrommet som &apnes rett
etter at elevene har jobbet med en oppgave. Om
du lofter frem en «fersk» oppgave i en matema-
tisk samtale gir det elevene flere muligheter til
a oppdage den matematiske idéen. Det skaper
samtidig et rom for & studere idéen grundigere
fra ulike sider. Hva om vi gir oppgaven nye tall?
Vil lgsningen bli den samme? Kan vi lose opp-
gaven ved a bruke de samme strategiene? Opp-
star det nye menstre? Resonnering og argumen-
tasjon er nekkelen i dette arbeidet.

Det & motbevise

Kenguruoppgavene apner altsa opp for mate-
matiske samtaler hvor elevene kan utforske og
utvikle sin matematiske argumentasjon. De fem
svaralternativene er noe du kan dra nytte av i
undervisningen. I svaralternativene ligger det
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Femn store of fire smd elefanter gir langs en vel

Nar de kommer til veiskiliet, glde hver elefant enten til venstre eller til hayre
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Figur 1

ett riktig og fire uriktige svar. Det mest neer-
liggende er a finne og argumentere for riktig
lgsning til en gitt oppgave. Dette vil naturlig-
vis veere den sterkeste triggeren hos elevene nar
de lgser oppgaven, men jeg vil anbefale deg &
utnytte nye muligheter som svaralternativene
gir. Et viktig aspekt innenfor arbeidet med
matematiske bevis er nemlig det 4 motbevise.
Dette aspektet ma ogsa vies oppmerksomhet i
undervisningen, pa lik linje med det d bevise.

Flere av oppgavene fra Kengurukonkurran-
sen inviterer til ulike mater a resonnere seg frem
til riktig svaralternativ. I disse oppgavene vil det
a eliminere bort svaralternativer, som ikke kan
veere riktige, veere en effektiv strategi. En slik
elimineringsstrategi rorer ved det d motbevise.
Det a utforske hvorfor et svaralternativ ikke kan
veere riktig, gir elevene muligheter til & studere
den matematiske idéen fra et nytt perspektiv.
Derfor vil elimineringsmetoden i egnede opp-
gaver gi elevene gode muligheter til ogsa a argu-
mentere mot et svaralternativ. Ved a oppmuntre
elevene til & finne et svaralternativ som ikke kan
veere det riktige, vil de samtidig utfordres til a
sette ord pa hvorfor. Dette vil stotte elevene nar
de senere utvikler matematiske argumenter for
eller mot matematiske pastander.

I oppgaven med de ni elefantene (figur 1) skal
elevene finne en plassering som ikke kan oppsta
etter et veiskille, med utgangspunkt i hovedbil-
det. A eliminere bort svaralternativer veere en
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egnet strategi, hvor resonnerin-
gen bak elimineringene vil hjelpe
elevene med a forsta hvorfor C er
det riktige svaralternativet. Elev-
ene kan benytte seg av konkre-
ter for & modellere handlingen
i oppgaven, eller fysisk utfore
oppgaven. Elevene kan komme
fram til riktig svaralternativ,
(€} feks. ved preving og feiling,
uten at de npdvendigvis trenger
a forsta hvorfor det ma veere slik.
Om du folger opp med sporsma-
let: «Argumenter for hvorfor svaralternativ A
ikke kan vere riktig», vil elevene i steorre grad
bli utfordret til & begrunne og vise forstaelse
for hvorfor C ma vere riktig. De ma sette ord
péa hva det er de har funnet ut, og hvorfor det
stemmer matematisk. I oppgaven med elefan-
tene vil det a bygge argumentasjon rundt plas-
seringen til den lille elefanten bakerst i rekken,
veere viktig. A vise til at plasseringen ma bety at
den samme elefanten ogsd ma std bakerstien av
de nye rekkene etter veiskillet, vil veere et viktig
argument i bevisferingen for hvorfor C ma veere
det riktige svaralternativet.

=

Overbevis en venn

Det finnes ulike pedagogiske grep for a la reson-
nering og argumentasjon bli en naturlig del av
matematikkundervisningen. Pa alle trinn kan
det a overbevise en venn (Boaler & Humphreys,
2005) vere et fornuftig grep. Dette da argu-
mentasjonen en elev gir til sin medelev er av
slik karakter at medeleven blir overbevist, og
forstar hvorfor svaralternativet er det riktige.
For & klare dette ma eleven forst ha overbevist
seg selv om hvorfor det valgte svaralternativet
ma veere det riktige. Det d overbevise en venn
er et forholdsvis enkelt grep, hvor medelevene
underveis kan stille oppfolgende sporsmal slik
at eleven kan omformulere eller finjustere sin
matematiske argumentasjon. A bruke det d
overbevise en venn over tid vil hjelpe elevene

57



Bildet til hayre viser hvordan en laserstrile reflekteres i et speil.

Hvilken bokstav kommer denne laserstrilen til & lyse pd?

(A A (8) B cc o)

Figur 2

med & beherske aktiviteten, og i sterre grad dra
nytte av argumentasjonen i arbeidet mot en for-
mell bevisforing.

Oppgaven om laserstralen som reflekteres i
speil (figur 2 neste side) har en lav inngangs-
terskel for & jobbe med det d overbevise en
venn. Elevene ma argumentere for hvordan ret-
ningen til laserstralen vil bevege seg gjennom
samlingen med speil. Det 4 tegne opp retnings-
endringene til laserstralen vil stotte elevens
argumenter og deres begrunnelse for valg av
svaralternativ.

Tegningen vil i tillegg stotte medeleven til &
utfordre argumentasjonen om den ikke er over-
bevisende nok, eller til 8 danne motargumenter
dersom man er uenig med resonnementet og

Alma skal legge en brikke i midten slik at det er mulig & reise mellom A, B og E.
Men det skal ikke vaere mulig & reise til D, Hun kan vri pd brikkene.

Hvilke to brikker kan Alma bruke?

(A)log2 (B)2og3 (C)loga (D)dogs

Figur 3

58

lpsningen. Nar elevene begyn-
! ner & beherske det d overbevise
1 en venn, kan vennen oke mot-
standen i det a la seg overbevise.
Qkende motstand vil kreve en
grundigere resonnering for &
kunne danne mer presise argu-
menter. Slik ma elevene stadig

(E]E finjustere sine argumenter. I

laserstraleoppgaven kan fin-

justeringen veere at de bruker

matematiske begreper i argu-
mentasjonen. Det kan vare en overgang fra a
bruke fingerpeking og enkel kommunikasjon,
til kun & bruke verbal forklaring med matema-
tiske begreper. Et eksempel pa formulering kan
veere: «Laserstralen kommer inn fra venstre. I
det forste speilet blir laserstralen speilet i 90°
og sendt oppover. I motet med det neste spei-
let brytes stralen pa nytt i 90° og sendes mot
venstre ...».

Etter hvert som elevene erverver rike erfa-
ringer med & argumentere for og mot matema-
tiske péastander, kan elevene mete storre mot-
stand hos eleven som skal overbevises. I stedet
for a overbevise en venn kan elevene utfordres
til d overbevise en skeptiker (Volmink, 1990).
Denne skeptikeren kan fremdeles vere en
medelev, som na er mer ovd i
det & argumentere matematisk.
Det kan ogsa vere en leerer som
er skeptikeren. Det d overbevise
L= en skeptiker hever nivaet pa den
' matematiske argumentasjonen,
bade til den som argumente-
rer og til den som er skeptisk.
Grepet gir en naturlig progre-

pdl sjon i arbeidet med resonnering

og argumentasjon, hvor elevene
i stadig storre grad ma finjustere
sine matematiske argumenter.
I et lengre progresjonslep, med
stadig sterkere krav til matema-

(E)1og5

Matematikksenteret



tisk stringens i argumentene, kan neste steg
veere a overbevise en faglig sterk person eller en
fagperson (Davis & Herch, 1981). Her kan mate-
matikkleereren, eventuelt en elev fra et hoyere
klassetrinn, ikle seg denne rollen.

Endre premiss i oppgavene

Et annet pedagogisk grep er a la elevene jobbe i
par eller grupper pa tre hvor de far tildelt hvert
sitt svaralternativ. Parene eller gruppene ma
enes om argumenter for hvorfor svaralternativet
de fikk tildelt, er det riktige eller ikke. Du kan
utfordre de elevene som har uriktige svaralter-
nativer, til & argumentere for hvilke premisser i
oppgaven som ma endres slik at deres svaralter-
nativ vil bli det riktige. I det forrige eksempelet
(laserstralen), kan premissendringene vere a
endre vinkel pa speilflater slik at laserstralen
treffer deres svaralternativ. Elevene kan videre
utfordres til a gjore sé fa endringer som mulig,
og argumentere for at det ikke kan gjores feerre
endringer enn det de har kommet frem til.

I oppgaven i figur 3 skal elevene finne de to
brikkene som Alma kan legge slik at premissene
oppfylles. I likhet med laserstraleoppgaven kan
elevene ogsa her fa utdelt hvert sitt svaralter-
nativ, og deretter bli utfordret til a argumen-
tere for hvilke premisser i oppgaveteksten som
ma endres slik at deres brikker blir det riktige
svaret.

A be elevene formulere de nye premissene
kan fremme et behov for a finjustere argumen-
tene slik at premissene blir presise. En annen
mulighet er & gjore endringer pa brikkene.
Elevene kan enten undersgke hvilken brikke
som trenger faerrest endringer for at deres svar-
alternativ blir riktige, eller ta utgangspunkt i
sin utdelte brikke og argumentere for hvilke
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endringsbehov som ma til. Vil det vaere nok &
flytte pa én del av veien pé brikken, eller ma det
storre endringer til?

Alle eksemplene jeg har brukt viser hvordan
kenguruoppgaver pa ulike mater kan benyttes
i arbeidet med resonnering og argumentasjon.
Ved a utnytte potensialet som ligger i flere av
oppgavene, vil elevene med enkle grep kunne
oppdage og utforske den matematiske idéen
fra flere ulike perspektiver pa en grundig mate.
Du finner hundrevis av kenguruoppgaver pa
https://www.matematikksenteret.no/leerings-
ressurser-og-undervisningsopplegg/kenguru
Lykke til!
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NOVEMBERKONFERANSEN

2022 | INKLUDERING OG VURDERING | LK20

Meld deg pa Novemberkonferansen 2022 — den
storste konferansen for matematikkleerarar i
Noreg.

22. og 23. november samlar Matematikk-
senteret over 500 leerarar fra heile landet til
engasjerande og inspirerande dagar med fagleg
pafyll pa Scandic Lerkendal i Trondheim.

Temaet for drets Novemberkonferanse er
«Inkludering og vurdering i LK20».

I LK20 star det at «Skolen skal utvikle inklu-
derende fellesskap som fremmer helse, trivsel og
leering for alle.» Korleis kan matematikkfaget
bidra til ein inkluderande praksis?

Vurdering er eit viktig aspekt i all undervis-
ning. Kva seier LK20 om vurdering i matema-
tikk? Korleis kan vi vurdere elevane sin kom-
petanse i matematikk? Korleis kan vurderinga
stotte elevane si leering og forstaing i matema-
tikk?
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Plenumsforedraga er det i &r Matematikk-
senteret, Edda Oskarsdottir, Peter Liljedahl og
Magnus Dehli Vigeland som star for. I tillegg
har vi atte storverkstadar og 44 verkstadar full-
spekka med fagleg innhald som deltakarane kan
velje fritt blant. Meld deg pa her:

https://www.matematikksenteret.no/konferan-
ser-og-nettverk/novemberkonferansen-2022
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ABEL

Konkurransen

Har du elever som vil delta i Abelkonkurransen?

Abelkonkurransen er en konkurranse i mate-
matisk problemlesning for elever i videregdende
skole. Forste runde er 17. november 2022. Abel-
konkurransen har blitt arrangert i Norge siden
1993, og flere tusen elever i videregéende har
veert med. Konkurransen bestar av problemlo-
singsoppgaver pd et variert niva.
Abelkonkurransen bestar av to innledende
runder som gjennomferes digitalt ute pa sko-
lene, og en finale som holdes ved NTNU i
Trondheim. Elever som gjor det godt i Abel-
konkurransen kan bli invitert til én eller flere
internasjonale konkurranser i matematikk.

Slik foregar Abelkonkurransen

Den forste og andre runden i Abelkonkur-
ransen foregar digitalt pa skolene. I den forste
runden far deltagerne 20 oppgaver, hver med
fem svaralternativer. Oppgavene skal besvares
i lopet av 100 minutter. De 10 prosentene som
gjor det best, gar videre til andre runde. Her
far elevene 10 oppgaver, som ogsa skal besvares
ilopet av 100 minutter.
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Resultatene fra de innledende rundene sum-
meres, og de beste 20, og ofte noen til, blir invi-
tert til finalen som foregar ved NTNU i Trond-
heim. Her far deltagerne fire timer pa a lose fire
oppgaver. Det er ingen pamelding i Abelkon-
kurransen, men alle som skal delta ma ha en
skolekontakt (en laerer) som registrerer seg pa
forhand.

Mer informasjon om registrering av skole-
kontakt og Abelkonkurransen:

www.abelkonkurransen.no
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