@ Matematikksenteret

Nasjonalt senter for matematikk i oppleeringen

Kvikkbilder i arbeid med tallforstaelse

Forfatter:

Astrid Bondg

Publisert dato:

April 2016

© Matematikksenteret

Matematikksenteret

Masjonalt senter for matematikk i opplaeringen
Realfagbygget, NTHU, NO-7491 Trondheim



(.ji}‘z. Matematikksenteret
<

Nasjonalt senter for matematikk i opplaeringen

Kvikkbilder i arbeid med tallforstaelse

Kvikkbilde

Aktiviteten Kvikkbilde er designet for a engasjere elever i a visualisere tall og a forme
mentale representasjoner av en mengde som for eksempel er presentert giennom grupper
av objekter eller symboler.” Elevene blir oppfordret til 4 sgke etter effektive strategier for &
finne ut hvor mange objekter det er, i stedet for 3 telle ett og ett. Kvikkbildet kan vaere et
fotografi, en tegning, tier-rammer, klistremerker arrangert pa et ark eller magneter pa en

magnettavle.

Figuren til venstre viser et kvikkbilde som bestar av 20

XX
Q Q O Q Q prikker. Laereren beskriver aktiviteten for elevene og viser
000

deretter bildet i tre sekunder. Fgr elevene far se bildet, blir
Q Q O Q Q de fortalt at det vil veere for kort tid til 3 telle alle prikkene.
De blir oppfordret til & se en struktur i bildet. En mulighet er
a se etter kjente mgnstre og strukturer i bildet. Elevene far god tid til 3 tenke pa hva de ser
og hvordan de kan gruppere objektene for a finne antallet. Bildet vises for andre gang, og
elevene far mulighet til 3 bekrefte eller revidere det de har tenkt. Deretter vil bildet veere
synlig, og laereren utfordrer elevene pa a fortelle hva de sa og hvordan de tenkte da de

grupperte objektene.

Kvikkbilde brukes som et utgangspunkt for en diskusjon om viktig matematikk og gir lsereren
mulighet til a fa fram elevenes tanker og ideer og gi respons pa dem. Mens elevene deler
sine tanker og strategier for a finne antall objekter, er laererens rolle a lede samtalen,
engasjere hele klassen i & vurdere ideene som kommer fram, orientere elevene mot
hverandre og det matematiske malet. Underveis i diskusjonen ma laereren velge ut ideene
som kan vaere passende for det faglige malet, og som hun vil framheve spesielt og spille
videre pa. Ved et ngye gjennomtenkt valg av bilde og god planlegging kan leereren forutse

noen av ideene elevene kommer med, og hvordan hun vil respondere pa elevenes innspill.

! Arbeidet med Kvikkbilder er en del av prosjektet MAM — Mestre Ambisigs Matematikkundervisning,
http://www.matematikksenteret.no/mam/



http://www.matematikksenteret.no/mam/
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Faglig innhold i Kvikkbilde

Kvikkbilde er en aktivitet som kan brukes for a fremme tallforstaelse, engasjere elevene i rike
matematiske spgrsmal og framheve ulike matematiske ideer. Laerere kan ta i bruk
aktiviteten for a fa innsikt i elevenes tenking og engasjere seg i og utfordre elevenes

tallforstaelse.

En god tallforstaelse danner grunnlaget for arbeid med tall og regneoperasjoner og for a
kunne bruke matematikk i dagliglivet. Valenta (2015) drgfter ulike aspekter ved tallforstaelse
ved a ta utgangspunkt i beskrivelsen av matematisk kompetanse utarbeidet av Kilpatrick,
Swafford og Findell (2001). De beskriver matematisk kompetanse som bestaende av fem
komponenter: begrepsmessig forstdelse, beregning, anvendelse, resonnering og
engasjement, og Valenta tar utgangspunkt i de fem komponentene i sin beskrivelse av

tallforstaelse.

Nedenfor skisseres noen eksempler pa hvordan man, avhengig av bildet og det faglige malet
for samtalen, kan bruke et kvikkbilde i arbeid med ulike sider ved tallforstaelse. | drgftingen
brukes de ulike aspektene ved tallforstaelse beskrevet av Valenta (2015). De er framhevet

med kursiv i teksten.

To aspekter som vil komme i alle kvikkbilder, er ulike méater G representere tall pé og
overganger mellom representasjoner. Den generelle hensikten med kvikkbilder er a fa fram
ulike mater a se et antall pa og a koble bildet, den muntlige beskrivelsen og det symbolske
utrykket sammen. Kvikkbilder kan hjelpe elevene til a utvikle forstaelse av at tall kan

uttrykkes og tolkes pa ulike mater og til & veksle mellom disse ulike representasjonene.

00000000] Figuren viser et bilde av 48 prikker. Elevene betrakter prikkene og
O
8888 88@8 beskriver hva de tenker, samtidig som de markerer pa bildet og prgver
QOO0I0000| , .
OO0 0000, autrykke tankene med matematiske symboler.

Eksempel pa elevsvar: «Pa nederste rad ser jeg fire prikker to ganger, og sa ser jeg at det er

seks slike rader. Det kan vi skrive som (2 - 4) - 6.»
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Kvikkbilder er ogsa godt egnet til 3 studere ulike mdter @ representere regneoperasjoner pd
og overganger mellom representasjoner. Pa bildet over representeres multiplikasjon som
areal/tabell. Elevene forteller hvordan de ser antall prikker og beskriver det symbolsk.
Aktiviteten inviterer til 3 koble den muntlige beskrivelsen til bildet og symboler og pa den

maten hjelpe elevene til 8 se sammenhengen mellom representasjonene.

A tolke ulike representasjoner av regneoperasjoner og a veksle mellom disse er viktig for
utvikling av tallforstdelse. Kunnskap om regneoperasjonene innebzaerer ogsa a kunne forklare
egenskapene ved operasjonene og utrykke dem med ulike representasjoner. Grunnleggende
egenskaper ved regneoperasjoner handler om kunnskap om de kommutative, assosiative og
distributive egenskapene ved regneoperasjoner, om ulike representasjoner av egenskapene

og om resonnering knyttet til dem.

Malet for arbeidsgkten er avgjgrende for hvilket bilde man velger. Bildet

til venstre er for eksempel godt egnet til a drgfte kommutativ egenskap

ved multiplikasjon, 6 - 8 = 8 - 6. Antall prikker kan betraktes som seks 8-
ere, (6 - 8) eller som atte 6-ere, (8 - 6). En endring av bildet der en bruker
andre tall enn 6 og 8, kan veere et utgangspunkt for a diskutere

egenskapen a - b =b-a mer generelt (a og b er positive hele tall).

Multiplikasjon kan betraktes som gjentatt addisjon. Ifglge konvensjonen tenker man at b
adderes a ganger, slikata-b=b+b + ... + b (a ganger). At multiplikasjon er kommutativ,
a-b=b-a(foralletall aogb)innebaerer at rekkefglgen pa faktorene ikke spiller noen rolle.
Detvil siatb +b + ... b (a ganger) er like mye soma+a+....+a (b ganger)naraogb er
positive hele tall. | bildet over betyr detat8+8+8+8+8+8=6+6+6+6+6+6+6+6.
Nar kunnskap om den kommutative egenskapen er etablert, trenger man ikke a veere
oppmerksom pa rekkefglgen til faktorene. Men nar denne egenskapen skal diskuteres, er

det ngdvendig at man har en felles tolkning av hva a - b som gjentatt addisjon star for.

Bildet kan ogsa brukes til & drgfte assosiativ egenskap ved multiplikasjon, (a-b)-c=a- (b -
c). Da merker vi oss at bildet bestar av to identiske deler. | hver av delene er det seks rader
med fire prikker i hver rad, altsa 6 - 4 prikker. Antallet prikker totalt kan da uttrykkes

symbolsk som (6 - 4) - 2.
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Bildet kan ogsa betraktes som seks rader med atte prikker i hver. Atte ser vi

som fire i den ene delen og fire i den andre. Symbolsk blir dette 6 - (4 +4) =6

(2 -4).Siden 2 - 4 =4 - 2 (kommutativitet), kan vi fa uttrykket 6 - (4 -2).

Siden antallet er det samme uansett hvordan vi ser pa bildet, farvi (6-4) - 2

=6-(4-2). Pagrunn avden kommutative og assosiative egenskapen ved

multiplikasjon kan faktorene multipliseres i hvilken som helst rekkefglge.
Svaret blir det samme uansett.6:-4-2=(6-4)-2=(4:6)-2=6-(4-2)=4-(2-6)=....0sV.
En endring av bildet der en prgver med andre tall enn 2, 4 og 6, kan vaere et utgangspunkt
for & diskutere egenskapen (a-b)-c=a- (b - c) mer generelt (nar a, b og c er positive hele

tall).

b
J

"F) /} O Dersom malet med aktiviteten er a diskutere den distributive
% N

L.

C. O C egenskapen, a-(b+c)=a-b+a-c, vil det vaere naturlig & velge et

0

AN

QH) OO bilde der prikkene er organisert pa en annen mate. Bildet til

00
olelele

= i N o Y
CD wa' ) venstre kan betraktes som to deler. Den ene delen bestar av to
kolonner med fire prikker i hver kolonne, og den andre bestar av tre kolonner med fire

prikker i hver kolonne. Antallet prikker kan da uttrykkes symbolsk som 2 -4 + 3 - 4,

En annen mate a se antallet pa er a se figuren som helhet, bestaende av fem kolonner med
fire prikker i hver. Symbolsk kan dette uttrykkes som 5 - 4. Dersom de fem kolonnene
betraktes som to kolonner i den ene delen og tre kolonner i den andre delen, kan
tankegangen beskrives symbolsk som (2 + 3) - 4. Sammenhengen mellom de ulike utrykkene
og representasjonene kommer godt fram i figuren, og siden antallet er det samme uansett
hvordan vi ser bildet, betyrdetat2-4+3-4=(2+3)-4=5-4. Enendring av bildet der en
prever med andre tall enn 2, 3 og 4, kan vaere et utgangspunkt for a diskutere egenskapen (a

+b)-c=a-c+b-cmergenerelt (nara, b og c er positive hele tall).

A utvikle, bruke og samtale om varierte strategier inngdr som kompetansemal pa alle trinn i
LKO6. Kunnskap om egenskapene ved regneoperasjoner utgjgr en vesentlig del av barns
strategier i arbeid med tall. Denne kompetansen gjgr det enklere a ta i bruk mer fleksible og
varierte strategier. Undervisning om strategier i arbeid med tall kan gjerne ta utgangspunkt i

et kvikkbilde. Da er det viktig at elevene beskriver tankene sine muntlig og symbolsk og i
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tillegg far drgftet om framgangsmaten kan generaliseres. Svingen (2016) beskriver hvordan
elevene utvikler varierte strategier i arbeid med tall. Artikkelen viser hvordan tall kan
representeres pa flere mater, og med det utgangspunktet kan elevene utvikle et bredt utvalg

av strategier som igjen gir mulighet for stgrre fleksibilitet i problemlgsing.

Resonnering handler om a forklare hvordan man tenker, begrunne sammenhenger og
framgangsmater og a fglge med i andres resonnement og vurdere gyldigheten av disse. |
arbeidet med kvikkbilder er gjenkjenning og beskrivelse av struktur, mgnster og
sammenhenger et sentralt element i diskusjonen. | tillegg til egne resonnement ma man
lytte til og reflektere over strategier andre bruker, og se sammenhenger mellom
resonnementene. Som eksemplene nedenfor viser, betrakter elevene et bilde pa ulike
mater. Den muntlige beskrivelsen og det skriftlige uttrykket vil av den grunn bli sveert

forskjellige.

Et mal med dette kvikkbildet kan vaere a fa fram flest mulig strategier, sammenligne de
skriftlige utrykkene og velge ut noen for a undersgke om uttrykkene kan representere

samme antall. Eksempel: Er (5 + 1) - 8 det samme som (10 + 2) - 4?

Dersom malet for aktiviteten er a diskutere den distributive egenskapen ved multiplikasjon,
ma laereren lgfte fram elevsvar som leder fram mot det. Eksempel: "Sammenhengen
mellom (5 + 1) - 8 og 6 - 8. Hvordan kan vi ved hjelp av figuren argumentere for at de to
symbolske utrykkene er likeverdige?" Gjennom dette spgrsmalet dreies aktiviteten til
omhandle en begrunnelse av regnestrategi/sammenheng pd enkelteksempler. Lzereren kan
stille spgrsmal om egenskapen gjelder for andre tall ogsa. Ved a dreie diskusjonen mot en
endring av bildet, vil elevene undersgke sammenhengen mer generelt. Det legges da til rette
for utforskning av generelle hypoteser ved bruk av et generisk eksempel eller et

moteksempel. A kjenne igjen strukturer og sammenhenger vil hjelpe elevene nar de skal
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begrunne strategier i andre sammenhenger. Hvis de for eksempel skal multiplisere 13 - 7,

kan de med kunnskap om den distributive egenskapen dele opp ogtenke 10-7+3 - 7.

Elevene vil forhdpentligvis oppleve det som meningsfullt G sgke etter relasjoner i arbeidet
med tall og se det som nyttig & bruke ulike representasjoner i arbeidet med tall. A se et
kvikkbilde i kun tre sekunder skaper nysgjerrighet og engasjement hos elevene. Aktiviteten
har ogsa lav inngangsterskel, alle elevene har mulighet til & bidra med det de ser. Fokuset er
ikke pa riktig antall prikker, men pa a fa fatt i hvordan elevene betrakter bildet, hva de
tenker og hvilke strategier de tar i bruk for a se antallet. | diskusjonen underveis kan elevene
oppleve at det er mange mater a Igse oppgaven pa, og at det er lov til 3 endre mening og
justere strategier. Det skriftlige uttrykket blir fortellingen om deres tenking. A sammenligne

de ulike tankegangene og de ulike skriftlige uttrykkene kan engasjere elevene.

Kvikkbilde i undervisningen
Planlegging

| planleggingen av Kvikkbilde bgr en vaere veldig bevisst pa valg av bilde. Det er en fordel a
ha et tydelig mal med aktiviteten og velge bilde ut fra det. Det er lett a tenke at bildet er for
enkelt for elevene, men dersom bildet blir for komplisert eller apner for at det er mange ting

a se, er det vanskelig a holde fokus pa det som er det spesifikke malet for aktiviteten.

Leereren ma tenke gjennom hvilke spgrsmal som skal stilles, hvilke elevsvar som kan
forventes og hvilke strategier elevene vil ta i bruk. Leereren ma ogsa bestemme hvilke av
ideene hun vil spille videre p3, finne strategier for a engasjere hele klassen i a vurdere disse
ideene og orientere elevene mot hverandre og det matematiske malet. Dersom en gnsket
strategi ikke kommer fram, kan laereren skrive den symbolsk pa tavla, si at det er strategien

til en elev i en annen klasse og utfordre elevene pa hvordan denne eleven kan ha tenkt.

Det er ikke behov for utstyr utover kvikkbildet, men noen ganger kan det veere
hensiktsmessig at elevene kan bruke ark og skrivesaker nar de skal klargjgre sin strategi for

seg selv eller formidle den i samtale med leeringspartneren.
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Vi pa Matematikksenteret har prgvd ut kvikkbilde flere ganger med elever og vil nedenfor
skissere en del momenter som er viktige i planleggingen, samt en del erfaringer vi har gjort

oss under gjennomfgring av aktiviteten.

Valg av faglig mal og bilde

Kvikkbilde 8 - 6 er eksempel der vi matte justere malsetting underveis. Bildet ble brukt i
utpreving av aktiviteten. Vi opplevde bade at vi ville nd for mange mal, og at bildet ikke
egnet seg like bra for alle malene vi hadde satt. Etter hvert justerte vi malsettingen. Dette
medfg@rte ogsa endringer i hvilke strategier og elevsvar vi ville Igfte fram under samtalene. Vi

ser imidlertid at bildet med fordel kan forenkles og likevel brukes til 8 oppna samme mal.

® P ° P Bildet viser atte grupper med seks prikker i hver gruppe.
e ® .06 o 0 oo
o’e % % % Siden defleste elevene pa mellomtrinnet kjenner til
... ... ..' ... terningen, valgte vi a bruke femmeren pa terningen som
e e 0 o 0 o 0O

& ® e e utgangspunkt i bildet.

Det generelle malet vart for aktiviteten var @ sammenligne og diskutere ulike mater a se et
antall pa. Vi gnsket ogsa at elevene skulle resonnere omkring tallenes struktur og

egenskaper, samt egenskaper ved regneoperasjoner.

Under utprgvingen erfarte vi at bildet egnet seg veldig bra til & fa fram mange ulike mater a
se antall prikker pa. Det spesifikke malet var a se pa tallet 48 som et produkt av to eller flere
faktorer, og i utgangspunktet sa vi for oss muligheter til 8 diskutere bade kommutative,
assosiative og distributive egenskaper ved multiplikasjon. Vi fant imidlertid fort ut at bildet
ikke egnet seg til & drgfte den kommutative egenskapen ved multiplikasjon, 6 - 8 =8 - 6. Nar
vi tolker multiplikasjonene inn i dette bildet, ser vi at multiplikasjon som gjentatt addisjon
bare fungerer i det ene utrykket, 8 - 6. Vi ser at det er atte seksergrupper og kan tenke pa
antalletsom6+6+6+6+6+6+6+6, men vi kan ikke se seks atte-grupper.

® ° & Dersom den kommutative egenskapen er etablert, er bildet et fint
:‘: :‘: :’: :‘: utgangspunkt til 8 diskutere assosiative og distributive
egenskaper, men bildet kan med fordel forenkles og likevel fungere bra som et utgangspunkt

for diskusjon. Til en diskusjon om den distributive egenskapen, kan bildet forenkles ved for
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0.0 0,° o0 o o cksempeladredusere det til bare enrad. Dersom man gnsker a
oo 00 00 oo

ee oo o o o o diskutereassosiativitet, kan antall prikker i hver gruppe

o’e % o% <%

reduseres.

OO0 Kvikkbilde 2 - 4 + 3 - 4 gir et eksempel pa hvordan man kan forberede

] OO aktiviteten. Som tidligere nevnt, bgr leereren pa forhand se for seg

o000

ulike Igsningsstrategier og pregve a forutse hvordan elevene vil tenke
OO0 00O Eestrateeler o8 P

000
0]0]0

og forklare. Bildet brukes til a diskutere den distributive og den
kommutative egenskapen av multiplikasjon. Nedenfor er et eksempel pa notater en laerer

har skrevet under forberedelsen til dette eksemplet:

4-2+4-3 Ser2-ere, fire ganger nedover, og 3-ere, ogsa fire ganger nedover
2-4+3-4 Ser 4-ere, f@rst 2 ganger og sa 3 ganger) — koble til a) for a fremme
kommutativitet.  Ngkkelspgrsmal.

4-5 Ser 5-ere, fire ganger nedover - sammenheng med a), diskutere
distributivitet, symbolsk og pa bildet.4-2+4-3=4-(2+3)=4-5.
Ngkkelspgrsmal.

Eksempel pa ngkkelspgrsmal:

Hva er likt og hva er forskjellig i uttrykkenei4-2+4-30g2-4+3-4?
Hvorfor er 4 - 5 det ssmmesom4:-2+4-3?

Kvikkbilde 4 - 12 er et eksempel pa en oppgave der vi underveis endret bildet flere ganger.
Vi startet med et bilde av en konfekteske der noen av sjokoladebitene var utenfor bilde.
Esken var delt i fire like deler ved hjelp av et silkeband, og det var tolv sjokolader i hver del
(derav navnet 4 - 12). Vi laget en figur som illustrerte konfektesken, til bruk under samtalen
med elevene. Etter hvert byttet vi ut bildet med en konfekteske der alle sjokoladene var

synlige. Esken var fremdeles delt i fire deler.

| drgftingen om egenskaper ved regneoperasjoner erfarte vi at elevene fikk problemer med a
skille tallene og det de representerte, fordi det i uttrykkene var to firere som representerte
ulike ting. Eksempel: 4 - 3 - 4, fire deler der hver del bestar av tre rader med fire sjokolader i

hver rad.

Vi endret bildet slik at esken ble delt i to deler og faktorene i multiplikasjonene ble 2, 4 og 6.
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Eksempel: 2 - 6 - 4, to deler der hver del bestar av seks rader med fire sjokolader i hver rad.

Elevers arbeid med kvikkbilder

Bildene som brukes i aktiviteten innbyr til mange ulike mater a se og uttrykke antallet pa.
Mange elever betraktet Kvikkbilde 8 - 6 som atte grupper med seks prikker i hver, og vi
noterte det symbolske uttrykket 8 - 6. Ved a utfordre elevene pa hvordan de sa at det var
seks prikker i ei gruppe, fikk vi muligheten til & diskutere den distributive egenskapen ved
multiplikasjon. Noen sa sekseren som femmeren i terningen og en prikk pa toppen og at det
var to rader med fire slike grupper i hver rad. Det kan skrivessom (5+1)-4-2=(5+1)-8.
For a finne antallet kan man da summere fem og en og multiplisere summen med atte (eller
4 - 2), eller man kan regne ut antall prikker i femmerne til sammen og summere enerne i
etterkant. Elevene klarte a knytte resonnementene til bildet og se det i sammenheng med

det matematiske uttrykket8-5+8-1=8-(5+1)=8-6.

| utprgvingen opplevde vi at aktiviteten engasjerte elevene, de ville gjerne forklare hvordan
de sa antall prikker og beskrive tankegangen med matematiske symboler. Oversettingen
mellom den visuelle og symbolske representasjonen er et sentralt element i arbeidet med
kvikkbilder, men for elevene er det ofte utfordrende a beskrive tankegangen sin med det
matematiske symbolspraket. Derfor er det viktig at laereren tenker giennom hvilke mater
elevene kan komme til a betrakte bildet p3a, hvordan de ulike betraktningene uttrykkes med
matematisk symbolsprak, hva som kan vaere utfordrende for elevene og hvordan det kan

handteres.

Noen ganger valgte elevene i var utprgving en symbolsk notasjon som beskrev deres
tenking, men som ikke samsvarte med konvensjonen. For eksempel sa en elev: "Jeg ser seks
prikker i ei gruppe, og det er fire grupper gverst og like mange under, det blir dtte. Jeg skriver
6 - 8 fordi jeg sa de seks prikkene farst". | fglge konvensjonen skulle tankegangen beskrives
som 8 - 6, men siden den kommutative egenskapen av multiplikasjon ikke var et mal for

samtalen, gjorde vi ikke elevene oppmerksomme pa det.

Under utprgvingen sa vi at elevene ofte beskrev tankegangen sin i flere steg. Nar de skulle
beskrive tankegangen symbolsk, oppsto det feil bruk av likhetstegn, for eksempel

2-4=8-6=48. Elevene kan oppfordres til a skrive det de tenker som en tekst, slik

10
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eksemplet i forrige avsnitt viser, eller de kan oppfordres til 8 kombinere symbolene med
tekst: 2 grupper i hver rad - 4 prikker i hver gruppe - 6 rader. Man kan ogsa bruke piler for a
beskrive stegene i tenkingen: 2 -4 - 8 - 6 - 48.

Bruk av piler er et steg pa veien mot a se flere operasjoner i ett og samme uttrykk ved bruk
av parenteser. Dette vil veere sentralt for a kunne diskutere egenskaper ved operasjoner og
ulike tallstrukturer. Malet er at elevene skal kunne beskrive tenkingen gjennom ett utrykk,
for eksempel (2 - 4) - 6. Forstaelse for slike uttrykk og erfaringer med a diskutere likheter og

forskjeller mellom dem er viktig for arbeid med algebraiske uttrykk senere i skolegangen

Gode matematiske samtaler

Waege (2015) beskriver flere samtaletrekk som kan brukes som et verktgy i matematiske
samtaler. Disse kan for det fgrste brukes nar laereren gnsker a fa elevene til a delta i
samtalen, lytte til hverandre og fglge med pa hverandres tenking. De kan ogsa benyttes nar
leereren gnsker klarhet i hvordan elevene tenker, noe som igjen vil gi laereren innsikt i
likheter og ulikheter i tenkematene. Til sist vil verktgyene kunne bidra til 3 knytte alt dette

sammen.

Gode matematiske samtaler er avhengig av at det er etablert et trygt

e . . . Samtaletrekk
klassemiljg slik at elevene tgr a si hva de tenker og ikke er redde for &
. o - . . . - Gjenta
svare feil. Elevene ma veere vant til a lytte til hverandre, stille spgrsmal
- Repetere
til det som er uklart og argumentere for sine Igsninger. Samtalene ma - Resonnere
- Tilfeye
bidra til at elevene, ved hjelp av leereren, ser sammenhenger mellom i VentZe
de ulike Igsningene og framgangsmatene som klassen kommer opp - Snu og snakk
- Endre
med, og at de ser dette i lys av det matematiske malet for timen.
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