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- Forord

Denne boka har utviklet seg fra smé hefter som jeg har brukt pa ulike kurs. Den har
blitt oppdatert i takt med GeoGebra fra versjon 3.2 og fram til versjon 6.0. Boka er
bygget opp rundt en del tema som er aktuelle for leerere i videregaende skole, og jeg
har prevd & veksle mellom eksempler og oppgaver. Jeg haper at du vil fa se hvor nyttig
program GeoGebra er gjennom arbeidet med de ulike oppgavene og eksemplene. Boka
kan brukes til selvstudium, men er fgrst og fremst tenkt som kursmateriell til Norsk
GeoGebra-institutt sine kurs. Vi har tatt med en god del oppgaver, men vil poengtere at
du ikke finner ferdige undervisningsopplegg i denne boka. Alle eksamensoppgavene er
hentet fra Utdanningsdirektoratet (2017). Jeg vil ikke her ta stilling til om dette er den
beste méten & lgse de ulike oppgavene eller hva som er laringseffekten av a gjgre det
ene eller det andre. Her vil vi kun kose oss med selve programmet og lgsningene av en
del oppgaver.

For vi setter i gang vil jeg takke for mange gode innspill til denne boka, bade fra
kursdeltakere og fra kollegaer. Jeg vil spesielt takke for gode kommentarer fra Susanne
Stengrundet, Sigbjgrn Hals, Torger Nilsen, Anders Sanne, Jostein Vage, Trine Brun og
Rikard Stokke.

Dersom du har spgrsmél, kommentarer eller forslag til forbedringer av denne boka, sa vil
vi sette pris pd& om du sender oss noen ord. Bruk gjerne epostadressen
tork73@gmail. com til dette.

Du kan laste ned pdf-versjon av boka pa Matematikksenterets nettsider (http://www.
matematikksenteret.no/).


tork73@gmail.com
http://www.matematikksenteret.no/
http://www.matematikksenteret.no/
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A komme i gang med GeoGebra

GeoGebra er et program som kobler sammen blant annet geometri, algebra og funksjoner.
Det inneholder dynamisk geometriprogram (bade 2d og 3d), en grafplotter , regneark og
et computer algebra system (CAS). Séledes er det et program som kan passe utmerket
i skolesammenheng. Du kan bruke GeoGebra direkte i nettleseren din ved & g til
nettsiden https://www.geogebra.org/classic. Dersom du vil laste ned programmet,
slik at du kan bruke det uten nett anbefaler vi at du gjgr det via enten App Store, Google
play eller Microsoft Store. Sgk etter «GeoGebra classic 6» om du vil bruke versjon 6.1

Litt om grensesnittet til GeoGebra

GeoGebra er bygget opp rundt flere felt. I inntastingsfeltet kan du skrive inn tall,
kommandoer, funksjonsuttrykk, etc. Det stgrste feltet kaller vi for grafikkfeltet. Det er
her du kan se grafer, geometriske figurer etc.

I algebrafeltet ser vi funksjonsuttrykk, tallverdier osv. I verktgylinjen finner vi ulike
konstruksjonsverktgy (tegning av linjer, linjestykker, sirkler, normaler etc.) og en del
andre verktgy som maling av lengder, areal, innsetting av tekst etc. GeoGebra har ogsa
et eget regneark. Dette fungerer p4 samme mate som andre regneark ved at du kan
sette inn tall, tekst og formler. For a vise dette feltet ma du ga til «Vis» pad menylinjen
og hake av for «Regneark». I CAS-feltet kan vi regne symbolsk og lgse likninger eksakt
og nummerisk. (se kapittel 7).
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Grafikkfelt 3D

Figur 1.1: Noen av feltene som er tilgjengelige i GeoGebra

!Du kan alternativ laste det ned fra siden http://download. geogebra.org/installers/6.0/


https://www.geogebra.org/classic
http://download.geogebra.org/installers/6.0/

2 Kapittel 1. A komme i gang med GeoGebra

Dersom du vil formatere objekter (endre farge pa en graf etc) kan du ferst klikke pa
«Vis/skjul stilmeny» =@ (1) (Se figur 1.2). Da vil du fa fram stilmenyen (2). Klikk s& pa
objektet du vil formatere og velg formatering.

|'£ -"aig

SE8an
o 8888

Figur 1.2: Du kan endre farge, tykkelse, skriftstarrelse etc ved & bruke stilmenyen.

I GeoGebra kan du veksle mellom ulike oppsett. For a bruke dem klikker du forst pa
menyknappen = (1) @verst til hgyre og velger deretter «Matteapper» (2). Se figur 1.3.
Merk at nar denne menyen er aktiv kan du flytte pa de ulike vinduene inne i GeoGebra.
Dette gjor du ved a drai < (3).

[ JOX ) GeoGebra klassisk

DV SoN<IPANIEIE S5 Q
(@) f(x) = %2 i ] e B Fi
+

/" Rediger

Skriv inn..
5 {2 Oppsett e

A/ Graf
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@ Geometri
4 3D-grafikk
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i Regneark
A\ Sannsynlighet

¥ Provermodul

A Vis

|
4 -3 2 Do 1 2 3 A
£x Innstillinger

¥ Verktoy
2 Q () Hijelp og tilbakemelding

o= Logg inn...

& H

Figur 1.3: Ulike oppsett i GeoGebra



1.1 Grensesnittet

Du kan velge hvilke felt som skal vises ved a Velge «Vis» under menyen og deretter velge
hvilke felt som skal vises, som vist pa figur 1.4. Her kan du fa fram inntastingsfeltet om
du gnsker det (slik det var pa tidligere versjoner). Merk at du da ikke kan skrive inn

direkte i algebrafeltet lenger.

AL DO

f

Funksjon

f(x) = %2

O 4L N = d

GeoGebra

b

5 Fil
" Rediger

€2 Matteapper

Ve )

&

¥

Figur 1.4: Du kan velge hvilke felt som skal vises under «Vis»

_ @ Algebrafelt

CAS
Grafikkfelt

Grafikkfelt 2

Grafikkfelt 3D

Regneark

Du kan ogsa velge hvilke felt som skal vises i stilmenyen (1) (se figur 1.5). Klikk pa :
(2) som vist pa figur 1.5. Her kan du ogsa lukke et felt ved a klikke pa «Lukk».

‘ece
(8] &~ g @@ 4N o=
E] A % )

X Lukk
2) | Skriv inn.,
x- CAS
@ Grafikkfelt 2

& Grafikkfelt 3D

S

GeoGebra

S Q

@

iT Regneark
A Sannsynlighetskalkulator
2 Fremgangsméte

Figur 1.5: Du kan velge hvilke felt som skal vises i stimenyen. Merk at du ogsd& kan krysse

ut (lukke) et felt her.
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1.2 Endre innstillinger

GeoGebra har 12 pt skriftstgrrelse som standard. Dersom du synes dette blir for lite,
kan du endre skriftstgrrelsen under menyen «Innstillinger» (2) og «Skriftstgrrelse» (3).

R A7 0OKN = e
s

GeoGebra

12pt
14pt
16 pt

4 3 -2 -

‘:JO.GI

Fil

# Rediger

2 Matteapper

Vis

£¥ Innstillinger 9

Avrunding
Navn pé objekt

Skriftstdrrelse

% sprak

+ Lagre innstillinger

1.2.1

018pt
= Gjenopprett
1 20pt standardinnstillinger
° 24pt Verkt
. ‘erkto!
-2 28 pt 4
s 32 pt Hielp

48 pt

Figur 1.6: Velg starre skriftstarrelse, s& vil de bakerste elevene se bedre det du viser!

En annen innstilling som kan vere lur & endre, er «Navn pé objekt». Denne er som
standard satt til «<automatisk». Det betyr at om algebrafeltet vises, vil de fleste objektene
vises med navn. Velger du «Bare pa nye punkt» vil du slippe at for eksempel linjestykker
i en mangekant blir vist med navn i grafikkfeltet.

£¥ Innstillinger
Avrunding

Automatisk
Pa alle objekt

Navn pa objekt

Skriftstorrelse

Ikke pa nye objekt
. . ye ol & Sprak
. . . © Bare pa nye punkt k
3 4 5 ) f Y +; Lagre innstillinger

Dersom du har gjort endringer i innstillingene som du gnsker skal vare standard hver
gang du dpner GeoGebra, sa klikker du pé «Lagre innstillinger».

Navn pd aksene

Du kan gi navn pa aksene ved a hgyreklikke i grafikkfeltet. Da far du opp et vindu (1) der
du kan velge «Grafikkfelt». Du far da opp et vindu hvor du kan velge «xAkse»/«yAkse»
(2) og hvilke navn du vil ha pa aksene (3).



1.3

1.3 Algebrafeltet 5

‘o0 e® GeoGebra
DIPSPESSICIPANIEIR @ ° Q=
= heyde (m) @ Basis xAkse yAkse Rutenett

1 = 4
@ ()= —5 (+1) (x—10) 4
Vis y-akse @
6
5 Sk /-\ Vis tall langs aksene N
Skriv inn
Grafikkfelt Bare i positiv retning

¢ Akser Avstand:
Rutenett

Merke langs aksene: ||| %
Verktgylinje for navigasjon

Navn pé aksen: heyde (.}

xAkse : yAkse 4
A Forstorr eller forminsk  » Enhet:
. Vis alle ob]gkl tid (seRund
Py T Standard visning B 1 Kryss ved: d
wf Grafikdelt ... Fest til kanten
= f Vela med museklikk

Figur 1.7: Du kan velge navn pd aksene.

Algebrafeltet

Algebrafeltet har fatt en ordentlig overhaling med versjon 6.0. Mange tidligere brukere
av GeoGebra vil merke at dette kanskje er en av de store endringene. Na kan du skrive
inn uttrykk rett inn i algebrafeltet (om du ikke har valgt a vise inntastingsfeltet).

a=1+
EJafg (=]a=11

Figur 1.8: Ting ser pent ut i algebrafeltet.

W r2
I
~l

Legg merke til at du na far eksakte verdier nar du regner med brgker. Om du heller vil
ha desimaltall, klikker du pa [~|. Se skjermbildet til hgyre i figur 1.8

Nar du skriver inn en kommando i inntastingsfeltet vil du fa opp en liste over alle
kommandoer som begynner med de bokstavene du har tastet inn. Skal du for eksempel
bruke kommandoen Ekstremalpunkt vil du fa opp alle kommandoer som begynner
med Eks nar du har skrivet disse tre bokstavene.

T GeoGebra
DIErE S SN IPANEIE poYado—
! =N hoyde (m) —d Basis xAkse yAkse X
@ f(x) = -5 (x+1) (x=10) [ Autenett Py
Vis y-akse N

A Ekst

Vis tall langs aksene

Nar du har skrevet de forste

. Bare i positiv retning
bokstavene i en kommando,

EkstraherTilFunksjon[ <Funksjofss

EkstraherTilTall[ <Tall>, <Streng> ] Avstand:
Ekstremalpunkt| <Polynom> ] glr GeOGebra forslag tl]. Merke langs aksene: ||| %
Ekstremalpunkt| <Funksjon>, <Start>, kommandoer. Navn pé aksen: hgyde (m}

tid (sekund) . Eppet:
-2 0 2 4 6 8 1
Kryss ved: 0
ES f Fest til kanten

Figur 1.9: GeoGebra lister opp mulige kommandoer i algebrafeltet.
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6 Kapittel 1. A komme i gang med GeoGebra

Klikker du pa plusstegnet (1) til venstre i en linje i algebrafeltet og deretter pa spars-
mélstegnet (?) (2) vil du fa opp «Hjelp for inntasting»:

Graf - GeoGebra

H.
o
i

() = 7% (1) (x— 1)

©
1 —"
Jx Uttrykk Matematiske funksjoner Vis Hjelp online | Lukk

99 Tekst
Bild random() Matematiske funksjoner
ilde
L. sqrt(x) cbrt(x) nrot(x, n) égz;zrtl:imandoer
@ Hielp e » abs(x) sgn(x) alt( Algebra
arg(x) konjugert(x) reell(x) imaginaer(x) Tekst

. Boolske verdier
floor(x) ceil(x) round(x) brekdel(x) @ Funksjoner og utregninger

log(b.x) exp(x) In(x) Ig(x) Id(x) Kjeglesnitt
sin(x) cos(x) tan(x) Liste .

Vektor & Matrise
sec(x) cosec(x) cot(x) ® Transformasjon
asin(x) acos(x) atan(x) ® Diagram

Statistikk

asind(x) acosd(x) atand(x) Sannsynlighet

atan2(y, x) Regneark
sinh(x) cosh(x) tanh(x) @ Scripting .
Diskret matematikk
sech(x) cosech(x) coth(x) GeoGebra
asinh(x) acosh(x) atanh(x) Kommandoer for optimering

® 3D

gamma(x) gamma(a, x) gammaRegularized(a, x) © Okonomi

psi(x) polyGamma(m, x)
beta(a, b) beta(a. b, x) betaRegularized(a, b, x)

Figur 1.10: Her finner du en oversikt over alle kommandoene i GeoGebra. Merk at du
kan klikke p& «Vis Hjelp online»

Her finner du en oversikt over de fleste kommandoer som er i GeoGebra. Noen av disse
kan kun brukes i CAS. Mer om dette i kapittel 7, side 89.

Larging av filer

Dette er kanskje den stgrste endringen som kom med GeoGebra 6.0. Mens vi tidligere
lagret filer i en mappe pa en hardisk, sa er det na standard at du lagrer filene i skyen
pa GeoGebra.org. For a gjore dette bgr du ha en konto der. Dette er strengt tatt ikke
ngdvendig. Som vist pa figur 1.11 kan du fortsette uten a logge inn (1). Da vil filen din
bli lagret pa maskinen din og ikke i skyen. Du kan ogsa eksportere filen til en geogebra-
fil som du lagrer der du matte gnske pa maskinen din. Ulempen med dette er at om du
jobber videre med filen, s& mé du eksportere pa nytt om du vil lagre endringene.

Du kan enkelt lage en bruker pd GeoGebra.org ved a klikke pa «Opprett konto» (2) (se
figur 1.11). Du kan da enten registrere deg ved & fylle inn informasjon om deg sely,
eller du kan bruke en eksisterende tjeneste om du har det (for eksempel Google, Office
365 eller Facebook, som vist nedenfor).

Logg p& med innlogging fra ...

h" Google l] Office 365 =- Microsoft n Facebook a Twitter



1.4 Larging av filer

Legg inn - GeoGebra

GeaGebra

Vennligst logg inn for & kunne lagre og fa tilgang
til GeoGebra-filene dine fra alle enheter

GeoGebra-konto

I!’ Google
[E:}ost eller brukernavn }
I:I Office 365
Passor .
assord =. Microsoft

u Twitter

e Opprett konto

Glemt passord?

Fortsett uten & logge inn né.

Figur 1.11: Du kan lagre uten & logge inn, men vi anbefaler at du oppretter en konto

Nér du har laget en konto kan du logge inn i selve GeoGebra, som vis pa figur 1.12

‘ene® GeoGebra
N BB SN S IPANIEIR S O‘i
—_ f — .
E] & % i N H isacx i eDF
o Ny
f(x) = x*+12 sin(x
O f(x (x) Q. Apne
A = Ekstremalpunkt [f, —4.64, [© Lagre
(@) 20
— A =(-1.34,-9.89) 5 < Del
/| Eksporter...
B = Ekstremalpunkt [f, —4.64, [ Eksporter
(@) 10 & Forhandsvis utskrift
— B =(1.89, 14.97)
# Rediger
(@ Skriv inn... ¢ Matteapper
0 .
T4 i) 2 a [} 1 2 i Vis
1¥ Innstillinger
A ¥ Verktay
-10
@ Hielp
E °°EI Logg inn... &

Figur 1.12: Du logger inn ved & velge meny (1) og «Logg inn...» (2)

Nér du er logget inn, er det bare & velge «Lagre». Du far da opp felgende vindu:
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Lagre

Tittel: [eksempeIIO |

Q Privat H Ikke lagre

Her kan du velge om filen skal vaere privat, delt med lenke eller offentlig. Filen blir
da lastet opp pa geogebra.org. Denne filen blir s synkronisert med en lokal kopi som
ligger pa maskinen din. Det betyr at du vil ha tilgang pa filene som er laget pa maskinen
din, selv om du ikke er pé nett. Merk at det er kun filer som har blitt pnet pd maskinen
du jobber péa, som er tilgjengelig offline. Er du pé nett, far du tilgang pa alle filene som
er lagret. Du kan sgke etter filer (bdde dine egne og andres) (1) eller du kan apne en
geogenbra-fil som er eksportert og lagret pa din maskin (2).

‘ene GeoGebra

2, @

En test Hva er feil her? Ipad Parabel
Tor Espen Kristensen Tor Espen Kristensen Tor Espen Kristensen Tor Espen Kristensen
6
< <@ @ Q

1354749411413 \

) LI S R B S ] A\ |
ss s e s s s . P A—

Figur 1.13: Du kan bla igjennom filene dine (1) eller du kan dpne en .ggb-fil som er lagret
pd& maskinen din
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Funksjoner i GeoGebra

GeoGebra er et utmerket verktgy til & utforske og analysere funksjoner. I dette kapittelet
skal du leere hvordan du kan tegne grafer, bestemme nullpunkt, ekstremalpunkt og andre
interessante punkt pa grafen til en funksjon. Du skal ogsa laere & lgse likningssystem og
lgse ulikheter grafisk.

2.1 Plotting, nullpunkt og ekstremalpunkt

Eksempel 2.1
Funksjonen f er gitt ved
f(x)=x>—2x2—5x+6 x€(—3,4)

a) Tegn grafen til f i et koordinatsystem.
b) Bestem eventuelle nullpunkt til f.

¢) Bestem eventuelle topp-/bunnpunkt til grafen til f.
L@sning:

a) Skriver inn f(x) = x3—2x2—5x +6, —3 < x < 4 i algebrafeltet og fir tegnet inn
grafen til f.

Eksponenter kan skrives inn ved & trykke inn for + tall. For eksempel vil +2

gi «<opphgyd i 2». Du kan ogsa fa dette til ved & skrive x*2 eller xxx2. Begge gir x2.

‘a0 e
R]etr ~ L PO LN 2P e =
E] A& x| i = 19 @

O f(x) =x-2x-5x+6, (-3<x<4) n

@ Skriv inn...

=20
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Du kan endre skaleringen pa aksene ved & velge verktgyet Flytt grafikkfeltet < .
Naér dette er valgt kan du flytte grafikkfeltet eller du kan dra i aksene slik at de bli
skalert.

b) Den enkleste méten & finne nullpunkt er & bruke verktgyet Nullpunkt ¢+. Dette
finner du ved & klikke pa punktverktgyet Nytt punkt .*.Du far da opp en liste av
ulike verktgy. Velg Nullpunkt ¢4 og klikk deretter pa grafen til f. Da vil du fa alle
nullpunktene.

ece GeoGebra
R OO &N o Q
B] A& 2 & =/ (G

8 11

O f(x) =x*-2x-5x+6, (-3<x<4) n

A = Nullpunkt [f]
- A=(-2,0) 10

B = Nullpunkt [f]
® - B=(1,0) o B X

C = Nullpunkt [f]
- C=(3,0)

=20

Figur 2.1: Nullpunktene til en funksjon

c¢) Vi gér fram pd samme mate som i b), men denne gangen bruker vi verktgyet
Ekstremalpunkt /. Velger dette verktgyet og klikker deretter pa grafen til f. Da
far vi de to ekstremalpunktene. Vi ser at grafen har toppunkt i D(—0,79, 0,821) og
et bunnpunkt i E(2,12, —4,06).

‘a0 e GeaGebra
R]A X A >OO &N 2P oc Q=
E] A& % & =] 207f(x) @
O f(x) =x*-2x-5x+6, (-3<x< 15
A = Nullpunkt ] o
D
O LA (-2, 0)
B = Nullpunkt [f] s
© - B=(1,0) 0 B x
4 3 2 e 0 1 2 3 4 5
C = Nullpunkt [f] E
-5
© - (3. 0)
D = Ekstremalpunkt [f] -0
o _
— D =(-0.79, 8.21)
-15
E = Ekstremalpunkt [f]
© L. (212, -4.06) 20




2.1 Grafisk Izsning
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Du kan justere aksene tilbake til standard visning ved & hoyreklikke i grafikkfeltet og
velge «Standard visning». Du kan ogsé bruke tastekombinasjonen +.

Grafikkfelt

) /
Akser

\
Rutenett X,
5

0 Verktaylinje for navigasjon 4

xAkse : yAkse b
Forstarr eller forminsk  »

Vis alle objekt
Standard visning
rafikkrelt ...

Figur 2.2: Standard visning zoomer grafikkfeltet tilbake fil sist lagrede innstilling.

I neste eksempel vil vi finne blant annet nullpunkt og ekstremalpunkt ved & gi ulike
kommandoer i algebrafeltet.

Eksempel 2.2

Funksjonen f er gitt ved

x3+1
x2—x

flx)=

a) Bestem eventuelle nullpunkt til f

b) Bestem eventuelle topp- og bunnpunkt til grafen til f

¢) Bestem asymptotene til f.

L@sning:

a) Vi skriver fgrst inn funksjonen i algebrafeltet. Deretter bruker vi kommandoen

Nullpunkt(<funksjon>, <Start>, <Slutt>)

Start- og sluttverdiene er to x-verdier som nullpunktet vil ligge mellom. I dette

tilfellet skriver vi inn

Nullpunkt(f,

og far punktet (—1,0).

-3, D

Se figur 2.3.

b) Vi kan finne ekstremalpunkt til andre funksjoner enn polynomer. For & finne slike
topp- eller bunnpunkt ma vi avgrense omradet som punktet ligger i. Vi bruker

kommandoen

Ekstremalpunkt(<funksjon>, <fra>, <til>)

I dette eksempelet ser vi ut fra grafen til f at det er et toppunkt rundt x = 0,5 og
et bunnpunkt rundt x = 2,4. Vi bruker derfor kommandoene

Ekstremalpunkt

(f, 0, 3)

Vi ser at grafen har et toppunkt i (0,44,—4,4) og et bunnpunkt i (2,3, 4,4)
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¢) Vi finner asymptoter til en graf ved 4 bruke kommandoen Asymptote (<funksjon>).
I dette eksempelet skriver vi inn Asymptote(f). Vi far da tegnet opp tre asymptoter.
Disse er oppgitt i en liste i algebrafeltet:

{—x+y=1,x=0,x=1}

‘ene GeoGebra
AP OO LN 2 oC Q=
@ =5t e '
A = Nullpunkt [f, —3,1]
® - A=(-1,0)

B = Ekstremalpunkt [f, 0, 3]
> B=(0.44, -4.4)

C = Ekstremalpunkt [f, 0, 3]
- C=(23,44)

Listel = Asymptote [f]

— Listel ={y =x+1,x=0,x=1}

Figur 2.3: Nullpunkt, ekstemalpunkt og asympoteter til funksjonen i eksempel 2.2

Oppgave 2.1
Funksjonen f er gitt ved f(x) = x*—3x3 +2, x €[0,2].

a) Tegn grafen til f i et koordinatsystem.
b) Finn eventuelle nullpunkt til f.

c¢) Finn eventuelle topp-/bunnpunkt til grafen til f.

Oppgave 2.2

1
Gitt funksjonen f(x) = ax .
x

a) Bestem eventuelle topp- og bunnpunkt til grafen.

b) Bestem eventuelle asymptoter.
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Oppgave 2.3 — Eksempelsettet til MAT1011 Matematikk 1P, Hasten 2009.
En fabrikk produserer CD-stativer. Det koster K(x) kroner a produsere x stativer per
maned, der

K(x) =12000 + 60x + 0,2x?>
a) Tegn grafen til K i et koordinatsystem. Velg x-verdier fra O til 800.

b) Hvor mange stativer kan produseres for 68 000 kroner?

Fabrikken regner med & selge de x stativene for I(x) kroner per méned, der
I(x)=200x
c) Tegn grafen til I i samme koordinatsystem som grafen til K.

d) Gjor ngdvendige beregninger og kom med forslag til hvor mange CD-stativer som
fabrikken mé produsere for & ga med overskudd.

GeoGebra kan ogsé derivere funksjoner. Har du skrevet inn en funksjon f(x) i alge-
brafeltet, er det bare til & skrive f’(x) i algebrafeltet og GeoGebra deriverer f. Du kan
ogsa derivere en funksjon f (x) ved & bruke kommandoen Derivert[f].

Eksempel 2.3
Deriver funksjonen f(x) = x2sin(x).

Losning:
Vi skriver fgrst inn funksjonsuttrykket til f i algebrafeltet. For a derivere funksjonen
skriver du sé inn f' (x) i algebrafeltet. Vi kan da lese av svaret i algebrafeltet:

‘80 e@ GeoGebra
AL P>OD LN = S SC Q=
@ f(x) = x*sin(x) =N f 10 )

@ f'(x) = 3x% sin(x) +x* cos(x)

Skriv inn

Vi har altsd funnet at f/(x) = 3x2sin(x) + x> cos(x).




14 Kapittel 2. Funksjoner i GeoGebra

Du ogsa kan bruke kommandoen Derivert(<Funksjon>,<tall>) for & derivere en
funksjon. Tallet du da oppgir er antall ganger du vil derivere funksjonen. Kommandoen
Derivert(f, 2) gir med andre ord den dobbeltderiverte til f. Dette kunne vi ogsé funnet

ved & skrive inn f' ' (x).

Eksempel 2.4

Finn vendepunktet til funskjonen f(x) = x> —2x + 1, og finn likningen til tangenten i
vendepunktet.

L@sning:

Vi kan selvsagt finne vendepunkt ved & se hvor den dobbeltderiverte skifter fortegn.
Men GeoGebra har en egen kommando som heter Vendepunkt. For polynomer er det
nok & skrive inn Vendepunkt[<polynom>].

I dette eksempelet skriver vi fgrst inn funksjonen f og deretter kommandoen Vendepunkt[f].
Vi finner da at f har vendepunkt i A= (0, 1).

Vi finner tangenten til f i A ved & skrive Tangent (A, f). Vi fir da tegnet inn tangenten
i grafikkfeltet og kan lese av likningen i algebrafeltet:

‘® L J GeoGebra

AN D

O f(x)=x-2x+1

)
\%/

A = Vendepunkt [f]

(@)

A)A:(D.l)

g : Tangent [A.f]

-S> gy=-2x+1

Vi ser at likningen til tangenten er y = —2x + 1.

Vi kunne ogsé ha funnet likningen til tangenten ved & bruke verktgyet Tangenter ,C.
Nér du har valgt dette verktgyet, klikker du ferst pa et punkt som tangenten skal ga
gjennom og deretter pa grafen (eller kjeglesnittet).

Oppgave 2.4 — Eksempelsettet til MAT1011 Matematikk 1P, Hasten 2009.

a) Tegn tre rette linjer i tre forskjellige koordinatsystemer og finn stigningstallet til
hver av linjene.

b) Tegn linjer som stér vinkelrett pa linjene i a) og finn stigningstallene til disse linjene
ogsa.
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c) Multipliser sammen stigningstallene til linjene som star vinkelrett pa hverandre.
Lag en hypotese om sammenhengen mellom stigningstallene til to linjer som stér
vinkelrett pa hverandre.

Du trenger ikke & derivere for & finne stigningstallet til ei linje. Du kan skrive Stigning(a)
for & finne stigningstallet til ei linje a.

Oppgave 2.5
Deriver funksjonene

x2+1 b) g(x) = vVx2—2x ¢) h(x)=10"

x3—1

a) f(x)=

Oppgave 2.6
Funksjonen g er gitt ved

2x2—1
x+1

g(x)=
a) Tegn grafen til g i et koordinatsystem.
b) Tegn den deriverte g’(x) i samme koordiantsystem.
c) Bruk den deriverte til & bestemme eventuelle topp- eller bunnpunkt pé grafen til g.

d) Har grafen til g vendepunkt?

Oppgave 2.7 — Eksempelsettet til MAT1013 Matematikk 1T, Hasten 2009.
La funksjonen f veere gitt ved

fl)=x>—6x2+9x—1
a) Tegn grafen til f. Finn koordinatene til toppunktet og bunnpunktet.

b) Finn stigningstallet til linja [ gjennom toppunktet og bunnpunktet.
La m veere gjennomsnittet av x-koordinatene til toppunktet og bunnpunktet.

c¢) Finn stigningstallet til tangenten til grafen til f i punktet (m, f (m)). Vis at forholdet
mellom stigningstallene til linjene [ og t er %

d) Finn to andre tredjegradsfunksjoner som har bade toppunkt og bunnpunkt. Lgs
oppgavene a), b) og c) for hver av disse funksjonene.

Sett opp en hypotese om forholdet mellom stigningstallene til linja [ og tangenten
t.

For et punkt A kan du hente ut x-koordinaten ved & skrive x (A) i algebrafeltet. Tilsva-
rende far du y-koordinaten med kommandoen y(A). Du kan regne med punkt akkurat
som vektorer. Det vil si at gjennomsnittet mellom to punkt A og B er (A+B)/2.
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Skjceringspunkt mellom to objekt

Eksempel 2.5

Lgs likningssystemet

2x =3y =-1
5x+2y =26

Vi skriver inn likningene en etter en i algebrafeltet (se (1) pa figur 2.4). Nar vi trykker
enter vil linjene som likningene representerer bli tegnet i koordinatsystemet i grafikk-
feltet. Vi kan nd velge Skjaring mellom to objekt > (2) pa verktgylinja, klikke fgrst
pa den ene linja, s& den andre, og fa markert skjeringspunktet A= (4, 3) (3). Det vil
si at x =4 og y = 3. Det fins ogsa en egen kommando for skjaring mellom to kurver,
nemlig Skjering.

‘sne GeoGebra

R @' L POO &N S S5 Q=
@ fx-3y=-1 =p/ 5 9 @
@ gb5x+2y=26

A = Skjzering [f, g]

O%A:(4,3) o :

Figur 2.4: Grafisk I@sning av et likningssystem

Eksempel 2.6

Gitt funksjonene f(x) =sin(x) og g(x) =x —1.
a) Tegn grafen til f og g i samme koordinatsystem.
b) Finn skjeringspunktet til grafene.

L@sning:
Vi skriver inn funksjonene algebrafeltet i GeoGebra. Du kan enten bruke verktgyet
Skjaering mellom to objekt > som beskrevet over, eller du kan skrive inn kommandoen

Skjering[f,g,1,4]

i algebrafeltet. Her er tallene 1 og 4 valgt som start- og sluttverdi. Det vil si to x-verdier
som skjeringspunktets x-koordinat ligger mellom. Vi far da at skjeringspunktet er
A=(1,93, 0,93).
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‘ene GeoGebra
R A~ X > OO &N =& 5C Q=
© f(x) = sin(x) = 4 @
O &) =x-1 :

A = Skjzring[f, g 1,4] 2

- A=(193,093)

) Skriv in
Skriv inn 0

Figur 2.5: Skjcering mellom to grafer.

Oppgave 2.8
Lgs likningssettene

a) x—y=90g3x+5y=11

b) y=x?>—2o0gx?+y?=8

Ulikheter

GeoGebra kan veere til stor hjelp nar vi skal lgse ulikheter. Som vanlig tar vi utgangspunkt
i noen eksempler.

Eksempel 2.7

Lgs ulikheten 3x — 4 < —x?2.

L@sning:

Skriv inn ulikheten i algebrafeltet. For & f& < kan du enten skrive «<=» eller finne sym-
bolet < i det virtuelle tastaturet. ! Trykk enter og du vil kunne lese av Igsningsmengden
som det bla omradet i grafikkfeltet pa figur 2.6.

Du kan ogs4 trykke [Alt]+[ ; | for & f4 <. Bytter du ut [ : | med [ . | far du >
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‘e0e GeoGebra
v [ - —
R~ D> OQO &N =@ DT Q=
@ a:3x—4<-2? =N/ 5 -d
(@ Skriv inn... 2
1
0
a6 -5 s 3 -2 - 0 2 3 4 5 6 7
-1

Figur 2.6: Du kan Igse ulikheter i GeoGebra ved & skrive dem inn i inntastingsfetet

Vi ser at lgsningsmengden er gitt ved —4 < x < 1.

Vi kan ogsa lgse slike ulikheter i GeoGebra CAS. Dette kan du lese om pa side 93.

Det neste eksempelet er sardeles relevant i Matematikk S1, hvor elevene ma lgse
linezere optimeringsproblem. Dette innebarer blant annet & finne et omréde i planet
definert av et sett med ulikheter.

Eksempel 2.8
Skraver omradet definert med ulikhetene

0<x<5
O0<y<4
x+2y <10

L@sning:

I dette tilfellet er det ikke lurt & skrive inn én ulikhet om gangen. I stedet skriver vi alle
inn i én omgang. For & gjore dette ma vi fortelle GeoGebra at alle ulikhetene skal vaere
tilfredsstilt samtidig. Vi vil derfor skrive inn det logiske tegnet for og mellom ulikhetene.
Vi kan finne dette tegnet i det virtuelle tastaturet, men det enkleste er nok a skrive & to
ganger, slik: &&.

sin cos tan e* &5 # # <
sin? | cos? | tan?’ In A v - -

- !
sinh | cosh | tanh | log;q € c G Z
ABC | 123 | aBy | nroot 2/2 1 n ® |-

Figur 2.7: Du finner A og mange andre symboler i det virtuelle tastaturet.

Skriv sd inn alle ulikhetene i algebrafeltet. I dette tilfellet har vi skrevet inn fplgende i
algebrafeltet:

0<x<5 8& 0<y<=4 && x+2y<=10
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Resultatet ser du pa figur 2.8. Vi har fatt tegnet opp omradet som tilfredsstiller alle
ulikhetene. Legg merke til at linjene der vi har mindre-eller-lik er heltrukne, mens der
vi har ekte ulikhet er stiplet.

‘eoe GeoGebra

AL OO LN e Sc Q=

© 2:0<x<5A0<y<4A(x+2y=10) =N a\-a\ ai &

Skriv inn

-2 =1 0 1

Figur 2.8: Bruk A eller && mellom ulikhetene.

Dersom du gnsker 8 finne koordinatene til hjgrnene til et omréde definert av ulikheter, kan
du bruke kommandoen Toppunkt. Skriver vi for eksempel inn Toppunkt (a) i eksempelet
ovenfor, vil vi f alle skjaeringspunktene mellom de ulike linjene.

Oppgave 2.9
Lgs ulikheten x? < 5+ 4x i GeoGebra.

Oppgave 2.10
Skraver omradet definert ved ulikhetene

y > x?2
—x2<2y—3

Oppgave 2.11
For hvilken x og y vil F(x, y) = 12x + 8y ha sin st@rste verdi dersom

0<x<10
0<y<8
2x+3y <36
6x +y <60

Tegn omradet definert av ulikhetene og bestem punktet som gir den stgrste verdien.
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Oppgave 2.12 — Eksamen REA3026 Matematikk S1, Hasten 2010.

En ferje frakter personbiler og lastebiler. En personbil trenger et areal pa 15m? nar den
star parkert pa ferja, mens en lastebil trenger 50m? . Arealet av hele ferjedekket er
2100m?.

En personbil veier i gjennomsnitt 1 t (tonn), og en lastebil veier 10 t. Den samlede
vekten av bilene pa ferja ma ikke overstige 250 t.

Det koster 106 kroner for en personbil pd denne ferjestrekningen, mens det koster 603
kroner for en lastebil.

La x veere antall personbiler og y antall lastebiler om bord pa ferja ved en overfart.

a) Sett opp ulikheter som avgrenser antall personbiler og lastebiler det er mulig & ta
med pa ferja.

b) Tegn grafer som illustrerer ulikhetene i et koordinatsystem. Marker pa figuren
hvilket omrade som angir de mulige antallene av personbiler og lastebiler.

c) Sett opp et uttrykk som viser hvor stor inntekt ferjeselskapet har pa en overfart. Finn
den fordelingen av personbiler og lastebiler som gir hgyest inntekt for selskapet.
Hva er den stgrste inntekten selskapet kan oppné pa en overfart?

Det innfgres nye regler. Av sikkerhetsgrunner er det ikke lenger tillatt & ta med mer
enn 14 lastebiler.

d) Hva blir na den hgyeste inntekten som er mulig & oppna pa en overfart?

Funksjonsanalyse

GeoGebra har ogsa et nyttig verktgy til utforsking og undersgkelser av funksjoner. Dette
verktgyet ligger i samme gruppe pa verktgylinjen som «Vinkel» < og har fatt navnet
«Funksjonsanalyse» =/.

O‘

e GeoGebra

. —~ , _ —
[% .A / ' o '\:J k’;) N o2 '%' D q —

— 53 2y

O flx) =x"+3x -x—4 .{{'; Vinkel @
a:;.‘_ Vinkel med fast stgrrelse 2
cm
/Avstandellerlengde 0
cm? -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
D/]Areal

//\ Stigning 2

1,2} Lag liste

-4
aib Forhold mellom to objekt

./ Funksjonsanalyse

Figur 2.9: Du finne Funksjonsanalyse i sanme kategori Vinkel
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For du kan bruke dette verktgyet ma du skrive inn funksjonen du vil undersgke. Skriv
inn funksjonsuttrykket i algebrafeltet, velg Funksjonsanalyse og klikk pa funksjonen
(enten i algebrafeltet eller pa grafen). Du vil da fa opp et vindu (1) som vist til hgyre
for grafikkfeltet pa figur 2.10.

‘e e GeoGebra
AL QO LN S SC Q=
@ () =xX+33—x—4 W @ fx)=x*+3x2-x-4

e Intervall ~ Punkt

IS

Egenskap Verdi °
Min (0.1547 ,-4.0792)

Maks (1.5,4.625)

B

Nullpunkt 1.1

Integral -5.2344
Areal 6.8837
Gjennomsnitt |-2.0938
Lengde 12.282

...... o -1 sxs< 149999999
pr f

Figur 2.10: Vi mé& velge intervallet vi vil studere ved enten & skrive inn intervallet eller ved
& dra i de to punkta p& grafen.

I figur 2.10 har vi skrevet inn funksjonen f gitt ved
f(x)=x3+3x*—x—4

La oss si at vi gnsker & studere egeneskapene til denne funksjonen i intervallet [—1,1,5].
Vi kan da enten dra i de to rode punkta pa grafen (2) eller vi kan skrive inn —1 og 1,5
nederst i Funksjonsanalysevinduet (3). Se figur 2.10. Da kan vi lese av ulike egenskaper
til funksjonen i dette intervallet. Vi ser for eksempel at grafen har et bunnpunkt i
(0,1547,—4,0792) og nullpunkt i x = 1,11. Legg ogsd merke til at vi kan lese av
integralet og arealet mellom grafen og x-aksen. Sistnevnte er stgrre enn integralet,
siden integralet er negativt mellom x =—1 og x = 1,11.

Under fliken «Punkt» (1) (se figur 2.11) kan vi ogsa fa ut lister med verdier tilhgrende
grafen til f. For & f& fram denne listen ma vi klikke pd knappen = (2) nede til venstre i
funksjonsanalyse. P4 figur 2.11 ser vi en liste med ni rader der vi kan lese av verditabell
for f og dens deriverte. Du kan dra det midterste punktet rundt pa grafen for & fa
andre punkt med tilhgrende verdier eller du kan skrive inn den midterste x-verdien i
selve tabellen (3). For a fa fram den derivert klikker du pad + (4) og velger «Derivert».
@Onsker du a kopiere tabellen til regnearket i GeoGebra klikker du pa « (5).
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‘ece GeoGebra
BB SN SIPANIEIE be Q

Q@ fx)=x+3C-x—4 A @ f(x)=xz+°x—4

Intervall ~ Punkt o e
+ Kopier til regnearket

Trinn:  0.25 + X

x y(x) Derivert

0 -4 -1

2
0.25 -4.0469 0.6875
1 0.5 -3.625 275
0.75 -2.6406 5.1875
- = ] 2 3 4 e 1 a g

1.25 1.3906 11.1875
1.5 4.625 14.75
1.75 8.7969 18.6875
14 23

Figur 2.11: Under «Punkt» kan vi lese av ulike verdier til tihgrende f.

2.5 Oppgaver

Oppgave 2.13
Funksjonen f er gitt ved

flx)=x*—x%+x, x €[—2, 3]
a) Tegn grafen til f.
b) Bestem funksjonenes nullpunkt og grafens ekstremalpunkt og vendepunkt.

Oppgave 2.14 — Eksamen REA3022 Matematikk R1, Véaren 2009.

I denne oppgaven skal du studere fjerdegradsfunksjoner som har to vendepunkt.
Funksjonen f er gitt ved f(x) = 75(x*—2x% —12x2).
La S og T vere de to vendepunktene, med S lengst til venstre pa grafen.

a) Tegn grafen til f.

b) Finn f”/(x) og tegn fortegnslinja for denne. Bestem koordinatene til vendepunktene
SogT.

c¢) Finn likningen for den rette linja giennom punktene S og T. Bestem koordinatene
til de to andre skjeeringspunktene mellom grafen til f og linja. Bruk gjerne digitalt
verktgy.

ST
d) Vi lar Q veere skjeeringspunktet lengst til hgyre. Regn ut T_Q

En annen fjerdegradsfunksjon g er gitt ved g(x) = x* — 6x2.

La S; og T, vere de to vendepunktene, med S; lengst til venstre pa grafen.

Du skal gjennomfgre tilsvarende oppgaver som i a), b), c¢) og d):
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e) 1) Tegn grafen til g.

2) Finn g”(x) og tegn fortegnslinja for denne. Bestem koordinatene til vende-
punktene S; og T;.

3) Finn likningen for den rette linja giennom punktene S; og T;. Bestem koordi-
natene til de to andre skjeringspunktene mellom grafen til g og linja. Bruk
gjerne digitalt verktgy.

ST
4) Vilar Q, vere skjeringspunktet lengst til hgyre. Regn ut Tl L

1Q1

Kommenter resultatet.

Oppgave 2.15 — Eksamen REA3028 Matematikk $2, Varen 2009.

P4 figuren har vi tegnet grafen til f(x) = % for x > 0, og et rektangel ABCD. Punktet
A(x, f (x)) ligger pa grafen til f og til venstre for B. Punktene B og C har fgrstekoordinat
6, og punktene C og D har andrekoordinat 12. Se figuren.

a) Bestem lengden av linjestykkene AB og Yo
AD uttrykt ved x. D C

b) Vis at arealet av rektanglet kan skrives som

48
g(x)=80—12x — —
x

Hva er definisjonsmengden til g?

c) Bestem det stgrste arealet rektanglet kan fa.

d) Undersgk om rektanglet med stgrst areal
ogsa har stgrst omkrets.

o) N e -
=

Oppgave 2.16
Gitt tredjegradsfunksjonen

flx)=x*>—2x2—-5x+6
a) Finn nullpunktene til f.

b) Finn midtpunktet D til to av nullpunktene A og B og finn tangenten som tangerer f
over D. Det vil si at tangenten tangerer f i (d, f(d)) der d er x-koordinaten til D.
For & skrive inn dette punktet skriver du (x(D), f(x(D))) i algebrafeltet.

Du kan finne midtpunkt ved & velge verktgyet Midtpunkt eller sentrum .-"|.

¢) Hva kan du si om denne tangenten?
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Du kan finne midtpunkt til to punkt med verktgyet Midtpunkt eller sentrum

RS RS SIC ISP AN
=N

o o™ Nytt punkt
O Punkt pa objekt

/ Fest / frigjor punkt

X Skjeering mellom to objekt
+ .° : Midtpunkt eller sentrum

° z Komplekst tall

N Ekstremalpunkt
N Nullpunkt

Midtpunkt eller sentrum

Velg to punkt, et linjestykke, en sirkel eller et kjeglesnitt

Arealet under en graf

GeoGebra klassisk

‘ HJELP

Jo

Vi skal til slutt i dette kapittelet se hvordan vi kan bruke GeoGebra til & beregne arealet
under en graf. Vi gnsker at elevene skal fa en viss forstaelse for hvordan vi kan finne
arealet under en graf ved hjelp av Riemannsummer.

Eksempel 2.9

Hva er arealet under grafen til f(x) = %xz +1frax=0tilx=6?

L@sning:

Nedenfor har vi tegnet inn grafen til f. Vi har ogsa tegnet inn en del rektangler som
ligger akkurat over grafen til f. Disse gir en god tilnaerming til arealet under grafen.

‘e0e® GeoGebra
k] 7> @O & N =2 @ o =
O fx) = l>(2+1 =N 5 =
10
a = SumQver [f,0,6, 6] 4
— a=151
3
@ Skriv inn... \i
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a=15.1
o -1

Figur 2.12: Sumover([f,@,6,6] gir en tincermet verdi for arealet under grafen.
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Kommandoene SumOver (f, a, b, n) og SumUnder(f, a, b, n) fungerer slik at de
beregner arealet til n rektangler fra a til b som henholdsvis er tegnet over og under
grafen til f. Vi kunne gjort dette enda bedre ved 4 ta flere rektangler. Vi kunne ogsa
beregnet arealet ved & tegne rektanglene inn slik at de ligger under grafen. Pa figur 2.13
har vi beregnet en tilneermet verdi for arealet ved & bruke flere rektangler og ved & ta
gjennomsnittet mellom gvre sum og nedre sum.

‘e0e GeoGebra

AL OO 4N e

N @

1
O f(x):ﬁx2+] 5

a = SumOver [f, 0,6,12] 4

(@)

— a=14.13

b = SumUnder[f, 0, 6,12]
- b=12.33 f

— ¢ =13.23 -3 -2 -1 0 1 2

3 4 5
b=1233 a=1413

Figur 2.13: Kommandoen SumOver([f,9,6,12] og SumUnder[f,0,6,12] gir begge en tincer-
met verdi for arealet under grafen.

Dersom vi na lar n i beregningene ovenfor ga mot uendelig vil differansen mellom
de gvre og de nedre rektanglene g& mot null og vi finner arealet under grafen. Dette
gjelder for alle stykkevis kontinuerlige funksjoner.

Vi kan ogsd bruke kommandoen TrapesSum(f,0,6,12) til & finne en tilnaermet verdi
til dette arealet. Denne kommandoen bruker trapeser i stedet for rektangler, som vist
pa figur 2.14. Vi ser at arealet er ca 13,23.
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L] GeoGebra

Ao D

- a=14.13

b = SumUnder [f, 0, 6,12]
— b=1233

— c=1323

d = TrapesSum [f, 0, 6. 12]
— d=13.23

© O &L

x a;? ‘_}.
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Figur 2.14: TrapesSum[f,@,6,12] gir en bra tiincermet verdi for arealet.
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En annen aktuell kommando vi vil nevne er RektangelSum(). Du finner mer informasjon
om denne ved & klikke «Vis Hjelp online» i «Hjelp for inntasting.

Vi har allerede funnet en god tilneerming for dette arealet ved & bruke SumOver og
SumUnder. Her vil vi bruke en kommando som heter Integral(f, a, b). Denne
beregner altsd arealet under grafen til f fra x = a til x = b. I dette tilfellet far vi

6
J f(x)dx =13,2.
0

‘® @ GeoGebra
. - - —
AL OO L N2 D Q =
@ )= = R+1 N L
10 5
a = Integral [f, 0, 6] .
—» a=13.2
3
2
T
0
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
------ a=132
P 2

Figur 2.15: Koommandoen Integrallf, @, 6] gir oss arealet under f fra x =0 til x = 6.

Eksempel 2.10

Finn arealet avgrenset av grafen til f, x-aksen, x = 0 og x = 2 til funksjonen f gitt ved

flx)=x®—3x2+2x

L@sning:
Vi skriver inn f(x) = x2 —3x2 + 2x i algebrafeltet slik at grafen blir tegnet.

Kommandoen Integral(f, @, 2) gir ossi dette tilfellet 0 som svar. Kan dette stemme?
Det som skjer her er at det er like stort areal som ligger over x-aksen som under. Vi mé
derfor dele opp integralet fra x =0 til x =1 og fra x =1 til x = 2. Vi skriver derfor inn
kommandoene Integral(f, @, 1) og Integral(f, 1, 2) i algebrafeltet. Vi far da
henholdsvis a = —0,25 og b = 0,25 som svar. Vi far derfor:

1 2
ArealetzJ f(x)dx—J f)dx
0 1

=0,25—(—0,25
=0,5
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Figur 2.16: Arealet begrenset av grafen fil funksjonen f(x) = x* —3x2 + 2x, x-aksen, x =0
og x=2.

Vi kan ogsa finne arealet mellom to grafer. Dersom arealet er begrenset av f, g, x =a
og x = b, sa er arealet gitt ved IntegralMellom(f, g, a, b).

Eksempel 2.11

Finn arealet avgrenset av grafene til funksjonene

flx)=—2x245x—1 og g(x)=x-1

Lgsning:
Vi mé forst finne skjeringspunktene mellom grafen til f og g. Det kan vi gjgre ved &
skrive inn Skjering(f,g). Vi ser da at grafene skjerer hverandre i (0,—1) og (2,1).

For & finne det sgkte arealet skriver vi derfor kommandoen
IntegralMellom(f, g, 0, 2)

i algebrafeltet. Vi finner at arealet er 2,67.

A

21+ Y
1 4
X
-1 V 2 3 4
U

GeoGebra kan ogsa regne ut ubestemte integraler. Dette gjgres ved & gi kommandoen
Integral (<funksjon>) uten a spesifisere grensene.
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Eksempel 2.12

3

Finn det ubestemte integralet f x* sinx dx

Lgsning:
Vi skriver inn kommandoen Integral(x”*3sin(x)) og trykker enter. Vi far da svaret i

algebrafeltet, nemlig (3x2 — 6) sin(x) + (6x — x3) cos(x). Det vil si at

Jx?' sinx dx = (3x%—6)sinx + (6x —x3)cosx + C




Regnearket

3.1 Generelt om regnearket

Et regneark kan ses pa som en stor tabell med rader og kolonner. P& samme mate som i
Excel og andre typer regneark, angis en celle i denne tabellen ved a fortelle hvilken
kolonne og hvilken rad som det henvises til. Kolonnene angis med bokstaver som A,
B, ..., mens radene nummereres med tall 1, 2, .... Vi kan utfgre regneoperasjoner
pa celler (som A3+B5) og vi kan skrive inn tekst i cellene. I GeoGebra blir en celle
formatert som tekst dersom du setter teksten i anforselstegn. Vi kan ogsa skrive til en
celle fra algebrafeltet. Skriver du A2=10 i algebrafeltet vil det sta 10 i celle A2. Dette
kan veere nyttig dersom du skal bruke GeoGebras egne verktgy pa cellene. Du kan for
eksempel skrive A1=Integral(x*2-2, 2, 5). Svaret vil da std i celle A1. Du &pner
regnearket ved & hake det av under «Vis» (2) i menyen (1):

‘ece GeaGebra
() oo 2 Q=@
A B i
Vi
@ | Skriv inn... 5 1 BAYE
2 A @ Algebrafelt
4 3 I rcAs
: @ gGrafikkelt
3
6 & Grafikkfelt 2
2 7 & Grafikkfelt 3D
8
9 @ Regneark
1
10 A Sannsynlighetskalkulator
0 n e
3 Py T . 7 T2 & Fremgangsmate
B 13 Inntastingsfelt
s 14 Verktoylinje for navigasjon
i 15 J

GeoGebra

U
Jo
1l

Regnearket har ogsa en egen stilmeny. Klikk pé stilmenyknappen oppe i hgyre hjgrne
for & fa fram stilmenyen. Toppen av regnearket vil da se slik ut:
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Vi skal i dette kapittelet bruke regnearket til & lgse en del oppgaver. Farste eksempelet
er hentet fra eksamen i 10. klasse.

Eksempel 3.1

Synne kjpper ny motorsykkel og far et serieldn i banken. Lanebelgpet er 200 000 kroner.
Hun betaler ned lanet med én termin per ar i 10 &r. Renten er 8 % per ar. Nedenfor ser
du begynnelsen pa betalingsplanen fra banken. Fullfer betalingsplanen i et regneark.

A B c D E

1 |Lanebelgp (i kroner) 200000

2 |Rente perar 8%

3 |Antall terminer (ar) 10

4

5

6 Termin Restlan Rentebelgp Avdrag Terminbelop

7 1 200000 16000 20000 36000

8 2 180000 14400 20000 34400

9 3 160000

10 4

11 5

12 6

13 7

14 8

15 9

16 10

17

18 Sum rente Sum avdrag Sum innbetalt
L@sning:

Vi fgrer tallene inn i regnearket. I celle C7 har vi skrevet inn =B7*B$2 og i celle E7 har
vi skrevet inn =C7+D7. I celle B8 har vi skrevet inn =B7-D7.

Merk at dollartegnet er skrevet inn foran to-tallet i den fgrste av disse formlene for & fa
absolutt referanse til B2. Vi kan né autokopiere cellene nedover pa samme mate som i
Excel. Merk at dette fungerer kun om du har valgt to celler.

Summene regner vi ut ved enten 4 markere tallene vi vil legge sammen og klikke pa .
pa verktgylinjen (se figur 3.1) eller ved a klikke i cellen du gnsker at summen skal st i
og sa skrive inn for eksempel formelen =Sum(C7:C16).
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‘s0e® GeoGebra
A ool X 5 Q =
B/ %) o
A B C D E F G H |
1 Lanebelep (i kroner) 200000
2 Rente per &r 0.08
3 Antall terminer (ar) 10
4
5
6 Termin Restlan  Rentebelgp Avdrag Terminbelgp
7 1 200000 16000 20000 36000
8 2 180000 14400 20000 34400
9 3 160000 12800 20000 32800
10 4 140000 11200 20000 31200
1 5 120000 9600 20000 29600
12 6 100000 8000 20000 28000
13 7 80000 6400 20000 26400
14 8 60000 4800 20000 24800
15 9 40000 3200 20000 23200
16 10 20000 1600 20000 21600
17 88000 200000 288000
18 Sumrente  Sum avdrag Sum Innnbetalt
19
.20

Figur 3.1: Du kan summere tall fra en kolonne ved & markere tallene og deretter klikke
pd . Du far da skrevet inn summen i cellen under de markerte tallene.

Dersom du gnsker a sette inn en ekstra kolonne eller rad i regnearket kan du gjgre dette
ved & hgyreklikke pa den bla kanten (der hvor rad- eller kolonnenummerene stér) og
velge «Sett inn».

. .I— | I'I:I'-IUU

-] Lim inn

Sett inn ... 3
Slett kolonne |

Sett inn til venstre for

Sett inn til hpyre for
£¥ Innstillinger for regneark ...

Figur 3.2: Du kan sefte inn kolonner (eller rader) ved & hgyreklikke @verst i kolonnen og
velge «Settinn...»

I regnearket til GeoGebra er det ikke bare tekst, tall og formler som kan plasseres i de
ulike cellene, men alle typer objekter fra GeoGebra.
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Eksempel 3.2

Lag en sirkel med sentrum i origo og radius 1. Bruk regnearket til 4 tegne inn 12 punkt
som ligger jevnt fordelt pa sirkelen slik at det ene punktet ligger i (1,0). Tegn ogsa inn
(ved a bruke regnearket) de elleve linjestykkene som gér fra (1,0) og ut til de andre
punktene.

Lgsning: A B
Vi skriver inn x%+y? = 1 i algebrafeltet for & tegne opp sirkelen. ! 0
Apner regnearket og skriv inn 0 i celle Al og 1 i celle A2. = L
Markerer Al og A2, velger det lille kvadratet nederst i hgyre S b
hjgrne av A2 og drar nedover slik at vi far tallene O til 11 i : v

cellene A1 til A12.

I B1 gnsker vi a skrive Roter((1,0), 30° A1). Her kan det bli en utfordring & f& gradetegnet
fram. Derfor velger vi & skrive inn

B1=Roter((1,0), 30°A1)

i algebrafeltet (hvor gradetegnet kommer fram ved & trykke Ctrl + o). Marker deretter
celle B, velg det lille kvadratet i nedre hgyre hjerne og dra dette nedover for &
autokopiere formelen ned til celle B12. Du vil da fa regnet ut koordinatene til punktene.
For & fa vise dem i grafikkfeltet m& du markere cellene B1 til B12, hgyreklikke i det bla
omradet og hake av for «Vis objekt». Det kan ogsa vare lurt & hake vekk «Vis navn». Se
figur 3.3.

B1 = Roter[(1,0),30° A1]
— Bl = (l. 0)

| Slett objekt

Lag b

6
7
o )
9
0
1

‘e e GeoGebra
FJCEN> S5 Q=
eoni - - A B c D |zgp
Kjeglesnitt 1 0 o
Q acx+y=1 2 1 B1:B12
3 Kopier
Punkt 4 Lim inn
5 | Klipp ut
6
7
8

Skr n overrar verdier til regnearket

L Egenskaper ...

0.87,-0.5) !

Figur 3.3: For & vise punktene laget i regnearket, kan du hayreklikke og hake av for «Vis
objekt». Du kan ogsd velge & ikke vise navn.

1

Oppgave 3.1
Lag de elleve linjestykkene som gar fra (1,0) til de andre punktene. Hva blir produktet
av lengdene til disse linjestykkene? Eksperimenter med andre antall punkt/linjestykker.
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Statistikk

GeoGebra er et flott verktgy til & tegne histogrammer og sgylediagrammer. For & gjgre
dette, kan det veere greit 4 bruke regnearket i GeoGebra til  fore inn de ulike tallene.
Men vi kan ogsé lage lister direkte i algebrafeltet, slik folgende eksempler viser.

Eksempel 3.3

P4 en prove har en klasse fatt fglgende karakterer:
4,3,4,5,4,6,1,2,3,2,5,4,3,4,3,2,5,5,4, 3, 3, 3.

a) Lag en grafisk framstilling av resultatene.

b) Finn gjennomsnittskarakteren og medianen.
L@sning:

a) Vibruker GeoGebra til & illustrere resultatene med et spylediagram. Apne regnearket
og for tallene inn i celle A1 til A22. Marker deretter tallene og klikk pa verktgyet
Analyse av en variabel “fj. Du ma sé velge Stolpediagram (se (1) pa figur 3.4).
Dersom du gnsker & endre bredden pa sgylene klikker du pa innstillinger (2), haker
vekk Automatisk stgrrelse og skriver inn gnsket bredde. Her kan du ogsa velge a fa
laget en frekvenstabell (4). For & svare pa oppgave b) kan vi klikke pa Vis statistikk
Zx (3). Vi ser at gjennomsnittet er ca 3,5 og Medianen er 3,5.

GeoGebra

‘ene®
(3)7a o 2 @ Q> Q=
£ D E] & "

==  Statistikk 5
=& istil Stolpediagram 13%2 E
1 n 22
2 Gj itk 3.5455
3 g 1.1957
4 S 1.2239 6 Stolpediagram = Graf
5 X 78 .
. Tx2 208 | Automatiske storrelser
Min 1 Bredde 1
7 .
s Q1 3 . Vis
9 di 3.5 rekvenstabell
Q3 4
10

Maks 6 o

N

o

W W Wwha NN WEERWEAEONWRN - O &0 WHA

LI HT IS — | N

Figur 3.4: | Dataanalyse kan du f& mye informasjon om datamaterialet.

Dersom du gnsker a fa tegnet opp dette diagrammet i grafikkfeltet klikker du pa
|7} og velger «Kopier til grafikkfelt». Da far du tegnet opp sgylediagrammet og det
blir laget en frekvenstabell i grafikkfeltet som vist pa figur 3.5 dersom du haket av
for Frekvenstabell i Analyse av en variabel (se (4) pa figur 3.4).
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‘s0e GeoGebra y
AP0 L NS S5 Q=
E] A& N @

a = Sgylediagram [{A1,A2, A3, A4/

5 a=22 6

Verdi | Tell Verdi | Tell

1 | 1 5 1 1

2 3 2 3

@ tekstl = 3 7 3 7
4 6 4 4 6

5 4 5 4

6 1 6 1

Figur 3.5: Sgylediagram med frekvenstabell.

b) Nar vi krysser ut Analyse av en variabel forsvinner alle sentral- og spredningsmaél
som vi kunne lese av slik vi ser i figur 3.4. Dersom vi gnsker a lagre slike stgrrelser i
algebrafeltet, kan vi gjore dette ved & skrive inn passende kommandoer. For a finne
gjiennomsnittet kan vi for eksempel skrive inn

g=gsnitt(A1:A22)
P4 samme mate kan vi finne medianen ved & skrive inn
m=Median(A1:A22)

Vi ser at gjennomsnittet er 3,55 og medianen er 3,5.

Eksempel 3.4

Elevene i en klasse hadde fglgende skostgrrelser:
37,36,41,40,35,39,38,37,39,43,40,41,41, 37,38, 38,40, 36, 38,38,37

[lustrer tallene med et histogram der klassegrensene er 35, 37, 39, 41, 43 og 45.

L@sning:

Vi skriver inn tallene i regnearket, marker dem og klikker pa “4. Vi far da opp et vindu
som vist pa figur 3.6. Legg merke til at grensene til histogrammet i utgangspunktet ikke
er helt slik som vi gnsker dem. Klikk pa innstillinger £ og velg klasser manuelt. Velg
at klassene skal starte pa 35 og at bredden skal veere 2. Pa figur 3.6 har vi ogsa valgt
a vise Frekvenstabell. Merk at denne metoden gar fint dersom klassebredden er lik
for hver klasse. Skal du bruke klasser med ulik klassebredde mé du bruke Historgram-
kommandoen I dette tilfelle kunne vi ha skrevet inn

Histogram({35, 37, 39, 41, 43},A1:A21, false)

Vi har skrevet inn «false» for a fa hgyden lik klassefrekvens. Skriver vi «true» (eller
ingen ting) blir hgydene lik tetthetsfaktor - klassefrekvens/klassebredde.
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Figur 3.6: Histogram i Datanalyse

Oppgave 3.2
I en undersgkelse ble en del elever spurt om hvor mange blyanter de hadde med seg pa
skolen. Her er resultatet:

3,2,3,5,4,4,5,7,2,7,1,2,0,1,2,3,2,3,2,3,5,4, 3, 3, 4.

a) Lag et histogram som viser hvor mange elever som hadde mellom 0 og 2 blyanter,
3 og 5 blyanter og 6 og 10.

b) Du kan ogsé lage et sgylediagram. Skriv inn Sgylediagram(L_1,0.5). Duvil da
fa sgyler med bredde lik 0,5.

c¢) Finn gjennomsnittet ved & bruke kommandoen gsnitt(L_1).

d) Finn typetallet ved & bruke kommandoen Typetall(L_1).
Oppgave 3.3
Listen angir antall timer ulike elever i en klasse bruker pa spill i uken:

7,7,8,8,5,4,8,3,6,5,4,7,2,1,8,7,7,0,1,4,5,8,12,14,12, 3

a) Representer tallene i et histogram med 5 som klassebredde (0-5, 5-10,...).
b) Hvor mange timer bruker elevene i gjennomsnitt?

c) Hva er typetallet?
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GeoGebra kan ogsa finne forste og tredje kvartil til et datasett. Du bruker da komman-
doene Q1(<liste>) og Q3(<liste>). Du kan selvsagt ogsa finne andre kvartil ved
a bruke kommandoen Median(liste). Variasjonsbredden finner du ved & skrive inn
kommandoen Maks(<liste>)-Min(<liste>). Kvartilavviket og standaravvik finner
du ved & skrive inn henholdsvis (Q3(<liste>)-Q1(<liste>))/2 og stavv(<liste>)®.

Eksempel 3.5

Lengdehopp er en gren av friidrett som gar ut pa & hoppe sa langt man kan i et hopp. I
konkurranser har man som regel tre hopp, der det beste hoppet teller.

Anna og Petra konkurrerer om & kvalifisere seg til lengdehoppkonkurransen i et fri-
idrettsstevne. De far ti hopp hver, og den beste av dem er kvalifisert til konkurransen.
Her er resultatene (oppgitt i meter) fra kvalifiseringen:

Hopp 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Anna 5,10 5,45 5,92 4,10 5,23 5,32 5,89 491 4,37 5,42
Petra 5,44 5,80 5,67 5,74 5,72 5,04 5,73 5,53 5,59 5,83

a) Finn gjennomsnitt og median for hver av de to jentenes resultater.
b) Finn variasjonsbredde og standardavvik for hver av de to jentenes resultater.

c¢) Foreta en vurdering av jentenes resultater og det du fant i a) og b), og argumenter
for hvem du synes skal bli kvalifisert.

L@sning:
Vi fgrer tallene inn i regnearket. Deretter markerer vi alle tallene og klikker pa verktogyet

Analyse av flere variable = som vi finner i samme gruppe pa verktgylinjen som Analyse
av en variabel “J).

GeoGebra

‘s0e@
Rk m ¥ D) Q

C ) E = sam | ‘ @

1A l:d]] Analyse av en variabel ok 5 L0
I
3 +« Regresjonsanalyse 4
4| -
5 Analyse av flere variabler

3
6 5.23 572
7 532 5.04 2
8 5.89 5.73
g 491 5.53 .
10 437 5.59
11 4.52 5.83 0

]

10m radata er et utvalg av en stgrre polulasjon kan du bruke stavvp(<liste>)
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Du far da opp fglgende vindu:

'. ® GeoGebra
& oo X S5c Q=
L6 #)o ]

c =i Stablet boksplott ¥

Anna Petra =2
5.1 5.44 Stablet boksplott = Graf

5.45 5.8 Vis punkt utenfor

1
2
3
5 4.1 5.74
6
7
8

5.23 5.72 B2:811 Huk av denne om du vil at alle tallene
5.32 5.04

5.89 573 (ogsé «uteliggere») skal veere med.

9 4.91 5.53
10 4.37 5.59

1 4.52 5.83
E Statistikk :

n Gjennomsnitt o s Min Q1 Median Q3  Maks
L IAZ2:AT1 10 ES.GE] 0.5819 0.6134 41 452 5165 545 5.92
15 B2:B11 10 15.609 0.2218 0.2338 5.04 553 5.695 574 5.83

16

Figur 3.7: Analyse av flere variable

Vi kan na lese av alle tallene som det blir spurt om i oppgaven. Unntaket er variasjons-
bredden (som vi mé regne ut manuelt ut fra tallene i tabellen over).

Vi ser ogsa en grei grafisk framstilling som viser at Petra er jevnt over bedre til & hoppe
enn Anna, noe som blir fanget opp av blant annet standardavvik og middelverdi. Men
Anna kan vinne en konkurranse der det er det lengste hoppet som er avgjgrende!

Neste eksempel er hentet fra eksempelsettet til Matematikk 2P for ny eksamensordning
varen 2015. Her far du se at du ogsa lett kan ta utgangspunkt i en frekvenstabell.

Eksempel 3.6

Varen 2012 var klasse 2A og klasse 2B ved en skole oppe til eksamen i matematikk 2P.
Tabellen nedenfor viser hvordan karakterene fordelte seg i de to klassene.

Karakter | Klasse 2A (Frekvens) | Klasse 2B (Frekvens)
1 2 0
2 2 0
3 3 6
4 5 8
5 4 6
6 4 0

a) Bruk regneark til  lage en grafisk framstilling som viser karakterfordelingen i de
to klassene.

b) Bruk regneark til & bestemme gjennomsnittskarakter, mediankarakter og standard-
avvik for karakterene i hver av de to klassene. Hva forteller svarene om resultatene
i de to klassene?
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L@sning:

a) For tallene inn i regnearket til GeoGebra. Siden vi har to sett med data her (to
klasser), sa er det ikke sa lett & fa tegnet opp to sgylediagram direkte ved a bruke
Analyse av en variabel. Derfor vil vi her bruke kommandoer i algebrafeltet for &
fa tegnet opp sgylediagrammene. For a fa tegnet inn de to diagrammene pent pa
siden av hverandre har vi forskjgvet de to diagrammene litt (slik at de ikke ligger
oppé hverandre). Dette har vi gjort ved & legge til 0.15 til listen med data (A2:A7).
Kommandoene vi har brukt er derfor:

Seylediagram(A2:A7-0.15,B2:B7,0.3)
Spylediagram(A2:A7+0.15,C2:C7,0.3)

Resulatet blir som vist pé figuren nedenfor.

‘ene Karakterer-saylediagram - GeoGebra
Rla 7 4P OO 4N =2 Q =
B] A& n I i (4 : &
A B @ D s
Tall Klasse 2A
1 Karakter Klasse 2A Klasse 28
2 1 2 0 Klasse 2B
a = Spylediagram(A2 : A7 — 0.15, B2 : B7,0.3) =
(@) 3 2 2 0
— 6 4 3 3 6 )
5 4 5 8
@ b Seyedagam(A2: AT +0.15,C2: C7,03) 6 5 4 6
7 6 4 0 4 6 ol =
8

-6

Tekst
Klasse 2A P 4
Klasse 28 P

Klasse 2B ° s "

@

@

®

. 16 2

@  Kiasse 24 Rt &
18 1

+ 19 Q
20 ~ | | | o

a P

b) Dy kan skrive inn formler i regnearket. Dersom formle- e B C
ne er litt lange eller du ikke er sikker pa syntaksen, kan 2 1 2 0
. o . . 3 2 2 0
det vaere et godt tips a skrive til cellene fra algebrafeltet. 3 3 6
5 4 5 8
I cellene pa figuren til hgyre har jeg skrevet inn fplgen- ° : : ;
de kommandoer i algebrafeltet: 8
9 Gjennomsnitt: 3.95 4
= 7 . . 10 Median: 4 4
B9=gsnitt(A2:A7, B2:B7) 11 Standardawik: 1.56 077

C9=gsnitt(A2:A7, C2:C7)
B10=Median(A2:A7, B2:B7)
C10=Median(A2:A7, C2:C7)
B11=stavvp(A2:A7, B2:B7)
Cll=stavvp(A2:A7, C2:C7)

Vi ser at de to klassene har ca samme sentralmal, men det er mye stgrre spredning i
klasse 2A. Dette ser vi bade grafisk og ved at 2A har mye stgrre standardavvik enn 2B.
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Til slutt tar vi med et eksempel der vi regner pa et klassedelt materiale. Igjen er det

eksempelsettet for 2015 fra Utdanningsdirektoratet som er utgangspunkt.

Eksempel 3.7

Politiet har gjennomfgrt fartskontroller pa to veistrekninger. Den ene veistrekningen
har fartsgrense 50 km/h og den andre 80 km/h. Nedenfor ser du resultatene fra hver
av de to kontrollene

Fartsgrense 50 km/h

Fartsgrense 80 km/h

Fart Antall biler Fart Antall biler
[45,50) 25 [70,75) 7
[50,55) 26 [75,80) 43

[55, 60) 23 [80, 85) 17
[60, 65) 3 [85,90) 8
[65,70) 2 [90,95) 0
[70,75) 1 [95,125) 5

Bestem gjennomsnittsfarten til bilene i hver av de to kontrollene.

L@sning:

For inn tallene i et regneark som vist pa figuren
til hgyre. Skriv inn fglgende kommandoer:

B9=gsnitt(A1:A7, B1:B6)
E9=gsnitt(D1:D7, E1:E6)

Da kan du lese av at gjennomsnittsfarten i den

~N @ e W N =

B C
45 25
50 26
55 23
60 3
65 2
70 1

75

70
75
80
85
90
95
125

ene kontrollen var 53 km/h mens den var 81 km/h i den andre kontrollen. Merk at vi
her ma ha med ett tall mer i kolonne A og D. Dette gjgr vi for & markere hvor hgyt opp
det siste intervallet skal ga.

Vis formlene

P& samme méte som du i Excel kan bruke tastekombinasjonen [ALt|+| d | for & vise

formlene i regnearket. Du trakler da gjennom tre alternativer: Verdi, Definisjon og
Kommando. Merk at du ma klikke deg inn i regnearket, slik at dette er aktivt, for at
dette skal kunne virke.
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A B C
1 Karakter Klasse 2A Klasse 2B
2 1 2 0
3 2 2 0
4 3 3 6
5 4 5 8
6 5 4 6
7 6 4 0
8
9 Gjennomsnitt:  gsnitt(A2:A7, B2:B7)  gsnitt(A2:A7, C2:C7)
10 Median: Median(A2:A7, B2:B7) Median(A2:A7, C2:C7)

11 Standardavvik: stavvp(A2:A7, B2:B7) stavvp(A2:A7, C2:C7)

Figur 3.8: Her ser du formlene som er brukt i eksempel 3.6

Vi kan ogsa dokumentere hva som er gjort i regnearket (eller andre felt) i «<Framgangs-
mate». Ulempen med dette er at den blir veldig lang, siden alle cellene som det er
skrevet noe i vil fa en egen rad. En mulig lgsning kan veere & lage «etappepunkt».
Dette kan du gjore ved & hake av for etappepunkt under menyen : gverst til hoyre i
fremgangsmate:

Navn Forklaring Verdi Objekttekst @
Lukk A2 =1
@Navn "Karakter"
Verktoylinjeikon , .
@Forklaring Klasse 2A
Definisjon " Klasse 2B"
@Verdi A3Z=2
A4=3
@Etappepunkt
Vis bare etappepunkt < A5 =4
AB A6 =5
.
9 Tall A7 AT =6 >
10 Tall B2 B2=2
- e LY -~ y
4 < 34/34 » m 2 E

Figur 3.9: Du kan velge etappepunkt dersom du har haket av for dette i kolonnefeltet i
stimenyen.

Nér du har valgt etappepunkt kan du skjule alle de andre ved a velge «Vis bare etappe-
punkt» i menyen under @ . Se figur 3.9.
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3.4 Regresjon

Nar vi skal gjennomfgre regresjon kan det veere en god idé & bruke regnearket til
GeoGebra. Vi skal i dette kapittelet bruke regnearket til a fgre inn datamaterialet som
danner grunnlag for regresjon. Vi tar som vanlig utgangspunkt i noen eksempler.

Eksempel 3.8

Finn en linear funksjon som passer bra med felgende tall:

x 1 2 3 4
y 55 82 10,8 129

Lgsning:
Vi fgrer tallene inn i regnearket, markerer dem og velger Regresjonsanalyse i verktgyme-
nyen som vist pa figur 3.10:

GeoGebra klassisk

‘a0 e
[N {|,2) > ) Q =

- T . = —_— A B (o] C =gnm
+ 4&:[[] Analyse av en variabel = uu | - 1 1 5.5 =+
T W : | 4 2 2 8.2
‘-)." Regrfipjonsanalyse 3 3 10.8
E Analyse av flere variabler 2 ; < 29
2 6
7
1 ~ 8
9
— 10
Regresjonsanalyse il
Analyser tallpar fra to eller tre valgte kolonner ‘ HJELP 12 HH

@

Figur 3.10: Marker tallene i regnearket og velg Regresjonsanalyse

Du far da opp et vindu som vist pa figur 3.11. Vi velger «Linear modell» og ser at
y = 2,48x + 3,15 passer bra med tallene i tabellen. Ogsa her kan du klikke pa £x for a
fa fram for eksempel R?.

St 5 B A 5| .

Staistikk 3 Punktdiagram & ¥ [ [Zx‘ 238 3 xsy
GjennomsnittX2.5 \/ETEE

jennomsnittY9.35 ‘
Isx 1.291 “ Du k . .
Sy 5068 u kan vise statistikk
5 0:9984 N ved 4 klikke her

XX 5

vy 30.85

Xy 12.4

[
R 09968  —— Her finner du R?
lsSE 0.098
8

Her velger

du modell Her er modellen Her kan du gjgre

Regresjonsma,

enkle utregninger
y=248x+3.15

Lineaer v
Symbolsk utregning: x = 35 1

Figur 3.11: Regresjonsanalyse er effektiv & bruke.
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Du kan kopiere regresjonen du har gjort i Regresjonsanalyse ved a klikke pa 7 og velge
«Kopier til grafikkfeltet». Du far da laget en liste med punkt og en funksjon definert ut
fra regresjonen du har valgt.

Punktdiagram ¥

@0

. Kopier til grafikkfeltet
Eksporter som bilde

123 3 x= H
X s &= XTY

Y:B1:B4

2

X ATLA4
Regresjonsmodell

y=248x+3.15

Linezer :
Symbolsk utregning: x = y=

Figur 3.12: Du kan kopiere til grafikkfeltet fra Regresjonsanalyse.

Slike regresjoner kan du ogsé gjgre ved & skrive inn kommandoer. Da mé du fgrst lage
liste med punkt. Du kan lage slike lister med punkt ved & bruke regnearket. Marker
tallene og klikk pa verktgyet Lag liste med punkt ¢+, som vist pa figuren nedenfor.

‘ece GeoGebra klassisk
N az Y D) q =
. = T\ . . = A B c D —
+ S ) Lag liste = UU A C @ 1 5 T s
{oos} QE;SIe med punkt i 2 12@
; g Lag matrise ; &) 129
Lag tabell 6
7
_L_\: Lag polylinje L 8
9
—5 10
Liste med punkt 11
m Lager punkt ut fra valgte celler HJELP Y 12
o .
Du far da opp felgende vindu:
Liste med punkt
‘ Navn: Forhandsvis:
1 11 ={(1,5.5), (2, 8.2), (3, 10.8), (4, 12.9)}
@ Avhengige objekt Frie objekt
Innstillinger
X=Y v

Lag Avbryt
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Her kan du velge om punktene skal veere avhengig eller uavhengig av tallene fra regne-
arket (Frie objekt). Dersom du velger «Avhengige objekt», sa vil punktene automatisk
endres dersom du endrer tallene i regnearket. Motsatt gjelder ogsa. Dersom du flytter
pa et av punktene, si vil tallene i regnearket automatisk bli endret.

Nar du sa har laget en liste med punkt, kan du bruke kommandoer pa denne listen. I
dette tilfellet er en av fglgende kommandoer aktuelle:

RegLin(11)

Merk at svaret blir en linje og ikke en funksjon nar vi gir kommandoen ReglLin. Men
gnsker du a finne y nar x = 5 kan du skrive inn a(5) i algebrafeltet (dersom linjen har
fatt navnet a). Du finner da at y = 15,5.

Gir du derimot kommandoen
RegPoly(11,1)

vil du fa funksjonen f(x) = 2,48x + 3,15 som svar. Du kan da bruke denne funksjonen
til & gjore ulike beregninger, som for eksempel & regne ut f(5).

Oppgave 3.4
En parabel gir gjennom punktene (2,1), (4,4) og (6,—1). Apne et nytt arbeidsark og
bruk regresjon til 4 finne et funksjonsuttrykk for andregradsfunksjonen.

Du trenger ikke & bruke regnearket til 4 tegne inn punktene. Du kan lage en liste direkte
ved a gi kommandoen

L={(2, 1), (4, 4, (6, -1)}
Du mé her bruke kommandoen RegPoly(L, 2).
Oppgave 3.5

Sammenhengen mellom kostnaden K(x) i kroner ved produksjon av en vare og tallet
pa produserte enheter x er gitt i tabellen nedenfor.

x 0 100 300 500 700
K(x) 30000 83000 207000 355000 527000

a) Bruk regresjon og finn en god modell for K(x). I GeoGebra kan du velge mellom
RegEksp, RegLin, Reglog, ReglLogist, RegPoly, RegPot og RegSin

b) Finn K’(300).
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Oppgave 3.6 — Fra MAT1015 Matematikk 2P, Hasten 2010.

Den mest ngyaktige maten a finne makspulsen din pé er & gjennomfgre en fysisk test
der du presser deg maksimalt for a se hvor hgy puls det er mulig & oppna. Fem personer
med ulik alder har gjennomfgrt en slik test. Resultatene ser du i tabellen nedenfor. Finn
en lineeer sammenheng mellom alder x og makspuls y.

Alder 17 25 37 48 60
Makspuls 195 189 183 175 166

Oppgave 3.7 — Eksamen REA3026 Matematikk S1, Varen 2008.

Tabellen viser antall registrerte personbiler per 1000 innbyggere i Norge for noen ar i
perioden 1985 - 2005.

X 0 5 10 15 20
f(x) 417 418 426 460 496

Her er f(x) antall registrerte personbiler per 1000 innbyggere x ar etter 1985.

a) Bestem gjennomsnittlig veksthastighet fra 1990 til 2000. Hva forteller dette tallet
0ss?

b) Bruk regresjon til & finne en polynomfunksjon f av andre grad som tilnaermet
beskriver utviklingen ovenfor.

c) Tegn grafen til f, og marker punktene i tabellen i samme koordinatsystem.

d) Bestem momentan veksthastighet i &r 2000. Marker den momentane veksthastighe-
ten pa grafen til f.

e) [ ar 2001 var det ca. 4500 000 innbyggere i Norge. Bruk d) til & ansla hvor mange
registrerte biler det var dette aret.
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Overfgre verdier til regnearket

Du kan overfgre verdier til regnearket.

Eksempel 3.9

Hva er arealet til en rektangulaer femkant med side s?

L@sning:
Du kan selvsagt betrakte dette rent teoretisk og komme fram til formelen

1
A(s) = 2 104/5 + 25 - 52

En annen mate & lgse problemet pé er & gjore en del eksempler og sé bruke regresjon
til & finne formelen.

1.

2.

Lag et linjestykke f mellom to punkt A og B.

Velg verktgyet Regular mangekant !> og klikk pa A og B. Velg at polygonet skal ha
5 hjgrner.

. Apne regnearket. Dette m4 vzre apent for at du skal kunne overfere verdier til

regnearket.

Hgyreklikk pé linjestykket i algebrafeltet og velg «Overfor verdier til regnearket».

. Gjor det samme med polygonet: Hayreklikk pd Mangekant1 og velg «Overfgr verdier

til regnearket».

Flytt litt rundt pa et av hjgrnene i polygonet. Du vil da fa satt av tilhgrende verdier
i regnearket.?

Gjor en regresjon pa (f, Mangekant1) ved & markere tallene i regnearket. Velg
potensfunksjon. Du vil da f& y = 1,7205x2. Det vil si at

A(s) =1,7205 - 52

Oppgave 3.8
Gjor tilsvarende som i eksempel 3.9 med en reguler sekskant. Kan du ogsa finne en
eksakt verdi for arealet?

A overfpre verdier til regnearket er en fin mate 4 samle opp de ulike utfallene vi far
nar vi simulerer for eksempel et terningkast. La oss si vi gnsker & gjore et forsgk der vi
kaster en terning flere ganger. Vi gnsker da for eksempel a samle opp de ulike tallene i
en frekvenstabell. Slik kan vi da ga fram:

2Det forekommer at GeoGebra fgrer opp en verdi dobbelt. Prgv da 4 lagre dokumentet, lukke GeoGebra

og &pne igjen.
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1. Skriv inn kommandoen TilfeldigMellom(1, 6) i algebrafeltet og fa et tilfeldig
tall a.

2. Apne regnearket og hoyreklikk deretter p& a og velg «Overfpr verdier til regnearkets.

3. Nér du né oppdaterer GeoGebra (ved & klikke p& [ctrl]+ [ R ]), vil du A nye tall skrevet
inn i regnearket. Vil du gjgre 100 kast kan du skrive inn OppdaterFiguren(100) i
algebrafeltet.

4. For a samle alt i en frekvenstabell kan du skrive inn Frekvenstabell(A1:A1000) i
algebrafeltet. Du far da en pen frekvenstabell plassert i grafikkfeltet. Se figur 3.13.
Merk at det ikke er mulig i GeoGebra 6.0 & spore direkte til en liste, slik det er i
GeoGebra 5.0. Vi har derfor skrevet inn A1:A1000 i kommandoen ovenfor. Det vil
si at vi har bare valgt et stort tall (1000). Gjor vi mer enn 1000 kast, ma vi selvsagt
gke dette tallet.

o0 e GeoGebra klassisk
A o a= —
./}\b@@.&;\u&» Q =
A B -
a = TilfeldigMellom(1, 6) N 5 @& ae
203 6
-3 Verdi | Frekvens 4 254 j
1 20 5
O A= 5 15 , 206 2
3 24 207 1
Frekvens 4 18 ) 208 6
20 5 25 209 6
1 6 14 210
Q  tekstl = 24 ; 3
18 211 5
25 212 5
A
14 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 - o 213 1
214 1
+ - & 215 6
Q 216 6
B -2 217 3

Figur 3.13: GeoGebra kan lage frekvenstabeller for deg.

3.6 Mer om regresjoner

GeoGebra har et imponerende utvalg av regresjoner.

Funksjonstype Kommando Krav til x og y
ax+b RegPoly(<liste>, 1) ingen
ax"+bx"1+... RegPoly(<liste>, n) ingen
a+blnx Reglog(<liste>) x>0
a-ebx RegEksp2(<liste>) y>0
a-b* RegEksp(<liste>) y>0
ax® RegPot (<liste>) x>00gy>0
asin(bx+c)+d RegSin(<liste>) ingen
a

15 hecr ReglLogist(<liste>) ingen
e

Tabell 3.1: Regresjoner | GeoGebra
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Med kommandoen Reg(<liste med punkt>,<Funksjon>) kan du selv utvide listen i
tabell 3.1.

Eksempel 3.10

Bestem en funksjon som passer bra med punktene i tabellen nedenfor.

x 1,04 2,38 3,40 5,18 6,80 8,00
y 066 2,14 3,62 3,98 3,72 5,00

For du kan bruke kommandoen Reg() mé du definere listen med punkt og funksjonene
du gnsker a bruke. La oss si at vi gnsker & bruke en regresjon av typen ax + b sin(kx +
¢)+d. Vi gér da fram pa fplgende mate:

1. Skrive inn noen passelige verdier for a, b, ¢, d og k i algebrafeltet.
2. Fgr inn tallene fra tabellen i regnearket og lag en liste 11.

3. Vi kan da bruke kommandoen Reg (11, axx+b*sin(kxx+c)+d) for a finne regresjo-
nen.

Vi far da at f(x) = 0,52x — 1,03 sin(1,10x + 0,40) + 1,13 som vist pa figur 3.14.

ece Graf - GeoGebra
i o ¥ Q =
A B C | =gm
11 = {(AL,B1), (A2, B2), (A3, B3), (A4, B4), (A5, E =V i DD @& ] 1o o056 o
— {(1.04, 0.66), (238, 2.14), (3.4, 3.62), (5.18, 3.9¢ . 2 238 214
A 3 34 362
e a=t 4 518  3.98
5 5 / 5 68 372
L ® 6
6 8 5
b=t ; 5 P 7
© -5 ® 50 8
k : 4 ° 9
=1 :
o o e 10
s o 50 11
3 12
c=1 13
© 5 [ ] 50 2 . 14
15
d=1 16
o 4 ° s / 1 17
_ ® °
18
f(x) = Reg(I1,a x + b sin(k x + ¢) + d) : L2 0 2 4 6 8 10 ﬁ*) 19
20
. 0.53x—0.93 sin(1.09 x +0.38) + 1.04 / , o |
22
+ ) s o 2
&= T 24

Figur 3.14: Regresjon med funksjonen f(x) = ax + bsin(kx +¢) +d

Dersom du far et rart resultat kan det hjelpe a endre litt pa en eller flere av verdiene
fora, b, ¢, d og k.
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Oppgave 3.9
Finn en funksjon som passer bra med punktene i tabellen under.

x 0 2 4 6 8 10 12
y 54 35 25 19 16 14 13

Oppgave 3.10
Temperaturen i en kopp kaffe blir mélt hvert fjerde minutt.
Resultatene av mélingene er vist i tabellen nedenfor.

Tid (i minutt) 0O 4 8 12 16
Temperatur (i°C) 70 53 42 35 30

Lag en modell som beskriver temperaturen i koppen som
funksjon av tiden.

Oppgave 3.11
Bestem en funksjon som passer med tallene i tabellen:

x —-10 -8 —6 -4 =2 -1 0 2 4 6 8
y —38 —4 —-44 -56 -16 10 1,3 -1,1 -1,8 —2,1 -—2;3

Oppgave 3.12
Bestem en funksjon som passer med tallene i tabellen:

X —6 —4 -2 -1 -0,5 0,5 1 2 4 6
y —917 =525 -1,5 0 0 6 6 7,5 11,3 15,2

Oppgave 3.13

En stor oljetank er sylinderformet og har lengde lik 5 meter og radius lik 1 meter. Du
skal lage en mélestav som du skal stikke ned i en apning pa toppen av tanken. Med
denne skal du kunne avlese volumet med olje i tanken.

Oppgave 3.14
Finn en formel for arealet til en reguleer syvkant med sidelengde s.
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Sannsynlighet

Simulering av stokastiske forsgk

GeoGebra er et fint verktgy til & simulere ulike stokastiske forsgk. Fordelen her er at du
kan gjere mange forsgk nok s rakst. Du kan ogsa lett behandle resultatene. Vi starter
med et velkjent forsgk: vi kaster en terning.

Eksempel 4.1

Simuler et terningkastforsgk.

L@sning:

Skriv inn kommandoen TilfeldigMellom(1,6). Du far da et tilfeldig tall blant tallene
1,2,3,4,5 o0g 6. @nsker du 4 gjenta forsgket kan du klikke inn i algebrafeltet (der du skrev
TilfedigMellom(1, 6)) og trykke enter. Da gjgres utregningen pa nytt. Alternativt
kan du skrive inn OppdaterKonstruksjonen() i algebrafeltet og trykk enter.

I stedet for & gjore ett kast om gangen, sa kan vi bruke regnearket til & gjore mange
kast samtidig.

—  Apne regnearket og skriv inn =TilfeldigMellom(1,6) i celle Al. Autokopier
sa denne cellen ned til og med celle A50.

— Lag seylediagram av disse tallene ved & bruke verktgyet Analyse av en variabel
) til & lage spyledigram som illustrerer utfallene.

ece GeoGebra Klassisk
DB ol s PANEIES 50 Q=
=

[E] 4% § E H)acix i = . 5 |-
a = TilfeldigMellom(L, 6) :
— 1
b = Spylediagram({A1, A2, A3, Ad, A5, A6, AT, A8, A9,A10,Ai1]
— 50

e e e

+ | Skriv inn

o

]
N I N N N I N PN TS

llslalzlslslsl2)a
8283 335525

n
@

o
4
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Du kan ogsa lage lister med tilfeldige tall ved & bruke kommandoen
Felge(TilfeldigMellom(1,6), k, 1, 50)
Du fér da 50 tilfeldige tall mellom 1 og 6.

Lager du en glider n med for eksempel heltallsverdier fra for 1 til 10000 kan du na
simulere n slike kast ved & skrive inn kommandoen

Foelge(TilfeldigMellom(1,6), k, 1, n)

Oppgave 4.1

Simuler et forsgk der du kaster 2 terninger 100 ganger og der du ser pd summen av
antall gyne i hvert kast. Hvordan fordeler resultatet seg pa to gyne, tre gyne, ..., 12
gyne?

Oppgave 4.2
Simuler et forsgk der du kaster to mynter.

Du kan la 0 sta for kron og 1 sté for mynt og bruke kommandoen
TilfeldigMellom(@,1)

Sannsynlighetskalkulatoren

GeoGebra har et nyttig verktgy for utregning og presentasjon av sannsynlighetsforde-
linger. Du finner dette verktgyet under «Vis» pa menylinjen:

eoce Graf - GeoGebra

=
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Figur 4.1: Sannsynlighetskalkulator finner du under «Vis» p& menylinjen.
Det er et stort utvalg av fordelinger du kan bruke, men i videregdende skole er det nok

binomisk, hypergeometrisk og normalfordeling som er viktigst. Figur 4.2 vises binomisk
fordeling.
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Figur 4.2: GeoGebra gjgr utregninger og visualiserer svaret fint.

Eksempel 4.2

Ved en stor videregaende skole blir det brukt en nettbasert ressursside. Bruk av ressurs-
siden forutsetter at hver elev har installert et bestemt program pé datamaskinen sin. I
klasse 2b fikk 15 av 27 elever hjelp av IKT-seksjonen med installeringen av programmet.
Resten av elevene installerte det selv. Det trekkes tilfeldig ut 10 elever i klasse 2b.

a) Finn sannsynligheten for at 6 av de 10 elevene fikk hjelp av IKT-seksjonen.

b) Bestem sannsynligheten for at minst 2 av de 10 elevene installerte programmet
selv.

Ved skolen matte 30 % av alle elevene fa hjelp av IKT-seksjonen for &8 komme inn pa
ressurssiden.

c¢) Hva er sannsynligheten for at 9 av 24 tilfeldig valgte elever har fatt hjelp av IKT-
seksjonen? Forklar hvilke forutsetninger du ma legge inn for 4 kunne regne binomisk.

d) Hva er sannsynligheten for at minst 9 av 24 tilfeldig valgte elever har fétt hjelp av
IKT-seksjonen?

Losning:
a) Vi dpner sannsynlighetskalkulatoren og velger «Hypergeometrisk fordeling» og
skriver inn 27 for populasjon, 15 for antall elever som har fatt hjelp og 10 for

utvalget vi gjgr. Vi ser at P(X = 6) = 0,2937. Se figure 4.3.

b) Siden P(minst 2 installerte programmet selv) = P (hgyst 8 fikk hjelp), sé ser vi at
dette blir P(X < 8) = 0,9925. Se figur 4.3.
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Figur 4.3: Sannsynlighetskalkulatoren viser at P(X < 8) = 0,9925 og
P(X = 6)=0,2937

¢) Vikan i dette tilfellet bruke en binomisk sannsynlighetsmodell under forutsetningen
at sannsynligheten for at en elev har fatt hjelp er 30 %, uavhengig av om de andre
elevene som velges ut har fatt slik hjelp.

Vi bruker Sannsynlighetskalkulator og finner at P(X = 9) = 0,1222. Det vil si at
det er ca 12 % sannsynlig at 9 av 24 tilfeldig valgte elever har fatt slik hjelp. Se
figur 4.4.
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Figur 4.4: Sannsynlighetskalkulatoren viser at P(X > 9) = 0,275 og
P(X =9)=0,1222

d) Bruker Sannsynlighetskalkulator med binomisk fordeling og finner at
P(X = 9)=0,275. Se figur 4.4.
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Eksempel 4.3

Ved et helsestudio registrerte de kroppsvekten til alle de 320 kundene.

Gjennomsnittsvekten var 79,2 kg med et standardavvik pa 6,4 kg. Vi antar at kropps-
vekten er normalfordelt.

a) 1) Hvor stor andel av kundene veide mellom 75,0 kg og 85,0 kg?

2) Hvor stor andel av kundene veide over 100,0 kg?

Helsestudioet vil undersgke om treningen pavirker kroppsvekten. De veier derfor 30
tilfeldig valgte kunder etter en periode med jevnlig trening. Gjennomsnittsvekten for
disse 30 kundene er 76,0 kg. Vi antar at standardavviket er uendret.

b) Sett opp en nullhypotese og en alternativ hypotese som passer til denne problem-
stillingen.

c) Undersgk om det er grunnlag for a hevde at gjennomsnittsvekten til kundene i
helsestudioet har gétt ned. Bruk et signifikansniva pa 5 %.

Lgsning:
a) 1) Bruker Sannsynlighetskalkulator med Normalfordeling som vist pa figur 4.5.

Vi ser at P(75,0 < X < 85,0) = 0,5618. Det vil si at 56,2 % av kundene veier
mellom 75,0 kg og 85,0 kg. Det vil med andre ord si 180 personer.
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Figur 4.5: Vi ser at P(75,0 < X < 85,0 = 0,5618. Legg merke fil hvordan dette visualiseres
med Gauss-kurven.

2) Vi bruker Sannsynlighetskalkulator og ser at P(X > 100) ~ 0,0006. Dette
tilsvarer mye mindre enn 1 person. Vi kan derfor konkludere med at ingen av
kundene er mer enn 100 kg.
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b) Vi lar X veere gjennomsnittsvekten® til de 30 tilfeldig valgte personene.

Nullhypotse Hy : ux = 79,2
Alternativ hypotese Hy : uyz < 79,2

¢) Vi antar nullhypotesen gjelder og gnsker & finne ut hva sannsynligheten er for at
gjennomsnittsvekten til 30 tilfeldig valgte er mindre eller lik 76,0 kg. Da er forvent-
ningsverdien E(X) = 79,2 (siden vi antar nullhypotesen er sann) og standardavviket
er

6.4 =1,168
0

SD(X) =

Bruker Sannsynlighetskalkulator og finner at
P(X <£76,0)=0,0031=0,31%

Vi ser at dette er veldig lite, s innenfor et vanlig signifikansniva pa 5 % kan vi
forkaste nullhypotesen. Vi kan med andre ord konkludere med at treningen har
virket!
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Figur 4.6: Sannsynlighetskalkulator viser at P(X < 76,0) = 0,0031.

Oppgave 4.3 — Eksempelsett $2, oktober 2008.
Levetiden til en spesiell motor antas & vaere normalfordelt med en forventningsverdi pa
10 ar og et standardavvik pa 2 ar.

a) Finn sannsynligheten for at

1) motoren fungerer mindre enn 8 ar

2) motoren fungerer mellom 8 og 11 ar

Vi kan ogsé se p& variabelen Y = summen av vektene til kundene og bruke at E(Y) =30 u = 2376
og SD(Y) = /300 = 35,05. Da skal vi regne ut P(Y < 2280).
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Motorer som blir defekte fgr garantitiden gar ut, blir erstattet av produsenten. Firmaet
som produserer motorene, gnsker ikke a erstatte mer enn 3 % av de motorene som blir
defekte.

b) Hvor lang garantitid bgr de da tilby?

I firmaet er de usikre pd om forventet levetid er s& lang som 10 &r. De registrerer
levetiden i antall &r pa 10 tilfeldig valgte motorer:

83 92 73 10,1 95 8,7 84 100 9,1 94
De antar fortsatt at levetiden til motoren er normalfordelt med standardavvik pa 2 ar.

c¢) Still opp en nullhypotese H;, og en alternativ hypotese H; for denne problemstillin-
gen.

d) Velg et signifikansniva pa 5 % og undersgk om firmaet ma forkaste hypotesen H,,.

Kommentar: GeoGebra hjelper oss ikke til a finne standardavviket i oppgave d). Dersom
vi ser pa gjennomsnittet X av de 10 motorene, sa vil

2
= —~0,63245

EX)=u=10 og SDX)= =

5o

Statistikk i sannsynlighetskalkulatoren

I Sannsynlighetskalkulator er det en egen flik som heter Statistikk. Her byr GeoGebra pa
en del tester og estimater. En del av disse ligger nok utenfor leereplanmala i matematikk
for fagene i skolen, men kan veere interessant a se narmere pa likevel. Unntaket er
muligens Matematikk X hvor elevene skal kunne gjgre utvalgsundersgkelser.

Eksempel 4.4

Vi viser i dette eksempelet hvordan hypotesetesten i eksempel 4.3 kan lgses i GeoGebras
Statistikk-verktgy.

Vi lar X vaere gjennomsnittsvekten til 30 tilfeldig valgte kunder. Vi setter opp null-
hypotese og alternativ hypotese:

HO . ‘U,}_(: 79,2
Hy:ux <792

Sentralgrenseteoremet gir at X er tilnzrmet normalfordelt. Vi bruker et signifikansniva
pa 5% og antar nullhypotesen er sann. Vi velger «Z-test av et gjennomsnitt» i Statistikk i
Sannsynlighetskalkulator og ferer inn de kjente tallene. Vi haker av for « < » i alternativ
hypotese.
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Vi ser at vi far P = 0,0031. Det vil si at det er 0,31% sannsynlig at gjennomsnittsvekten
til 30 tilfeldig valgte medlemmer er mindre eller lik 76 kg. Vi forkaster derfor null-
hypotesen og konkluderer med at det er gode grunner til 4 si at treningen har fort til at
gjennomsnittsvekten har gatt ned.

Merk at GeoGebra regner ut standarverdien i dette tilfellet. Det vil si at GeoGebra
regner ut det som ofte kalles Standard Feil: SF(X) = %
I oppgave 4.3 ble det gjort et utvalg pa 10 tilfeldige motorer. I oppgaven star det at vi
kan ga ut fra et standardavvik pa 2 ar. Uten denne opplysningen matte vi ha gjort et
estimat av standardavviket. Vi kan beregne standardavviket til tallene vi fant, nemlig
standardavviket til:

83 92 73 10,1 95 8,7 84 10,0 9,1 94

Siden vi i dette tilfelle har et utvalg, ma vi bruke det som kalles utvalgsstandardavvik. 1
GeoGebra kan vi regne ut dette ved & bruke kommandoen

s=stavvp(8.3, 9.2, 7.3, 10.1, 8.7, 8.4, 10, 9.1, 9.4)

Forskjellen pa vanlig standardavvik o og utvalgsstandardavvik s er at vi i fgrstnevnte
har hele populasjonen, mens i sistnevnte har en del av populasjonen. I vért eksampel
blir s = 0,88. Dette er stgrre enn 0,63245, slik som i oppgaven. Men dette kan skyldes
tilfeldige variasjoner, noe som selvsagt ogsa far innvirkning pa s. Nar GeoGebra regner
ut standardavvik o og utvalgsstandaravvik s bruker programmet formelene

1< _ 1 < _
crzz—z:(xi—x)2 s2 = _1Z(xi—x)2
i3 n—Lii3
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Dersom vi ikke kjenner standardavviket, ma vi ta til gode med & bruke vart estimat
s for standardsavviket. Nar vi i slike situasjoner skal gjgre en hypotesetest, kan vi
gjore et T-esimat av et gjennomsnitt. Bruker vi et konfindensniva pa 95% far vi at
konfidensintervallet blir [8,31 , 9,57].
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Det er flere slike tester og estimater som kan gjores i GeoGebra. Pa bildet til nedenfor ser
du de som er tilgjengelige i Sannsynlighetskalkulator. Det ligger utenfor mélsettingen
til denne boken & ga inn pé hver av de ulike testene.

Z-test av et gjennomsnitt

T-test av et gjennomsnitt

Z-test. Forskjell mellom gjennomsnitt
T-test, Differanse mellom gjennomsnitt
Z-test av en andel
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Z-estimat av en andel
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Test for nayaktighet av kurvetilpasning

Kji kvadrat-test

Figur4.7: Det fins flere ferdigprogrammerte tester vi kan bruke i GeoGebra sin
Sannsynlighetskalkulator.
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Geometri

GeoGebra blir ofte omtalt som et dynamisk geometri-program. Det vil si at vi kan gjgre
geometriske konstruksjoner og eksperimentere med disse pd en dynamisk mate. I dette
kapittelet skal vi jobbe oss gjennom en rekke eksempler pa dette. I programmet er det
en del innebygde verktgy som for eksempel Midtnormal og Parallell linje. Disse kan vi
selvsagt bruke. Men vi vil fgrst se hvordan vi kan bruke GeoGebra til & gjennomfgre
slike konstruksjoner «med passer og linjal». Det kan vaere praktisk & kunne dette dersom
vi gnsker a lage et lgsningsforslag til elevene som viser hvordan en slik konstruksjon
kan se ut om vi brukte kun passer og linjal.

Konstruksjoner

Vi vil her vise hvordan vi kan bruke GeoGebra til 4 konstruere ulike objekt. Merk at
GeoGebra har en del verktgy tilgjengelig som gjgr at noen kan vere skeptiske til om
det faktisk er konstruksjoner som blir gjort. Vi har en lang tradisjon nar det gjelder
var tolkning av hva det vil si & konstruere en figur. Denne tradisjonen gar tilbake til
Euklid. I en konstruksjon er det i denne tradisjonen kun passer og (umerket) linjal som
kan brukes. Det er i denne forstand at ordet konstruksjon skal forstds pa en eksamen.
Men dersom det star at en figur skal tegnet er det selvsagt fritt fram til & bruke alle
verktgyene i GeoGebra. Konstruksjoner vil vaere mest aktuelt pa del 1, mens det vil
veere mer aktuelt & tegne figurer pa del 2. For en utdypning av dette henviser vi til
vurderingsveiledningen fra Utdanningsdirektoratet.

Eksempel 5.1
I AABC er AB =8,0cm, /A= 60° og /B = 30°.

Konstruer AABC

L@sning:
Fgr vi starter selve konstruksjonen, kan det vere en god idé a velge oppsettet Geometri.

1 Vi setter forst av AB ved & bruke verktgyet Linjestykke med bestemt lengde .~ . Nar
dette verktgyet er valgt klikker vi i grafikkfeltet der hvor vi vil ha A. Du far da opp
et vindu hvor du skriver inn lengden pa AB (= 8).
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Linjestykke med bestemt lengde

Lengde

8 |

o e

2 Vi konstruerer sa vinkel A ved & forst tegne to sirkler med lik radius og sentrum i
hunholdsvis A og B. P4 figuren nedenfor har har vi tegnet to sirkler med radius 8.
Vi finner skjeeringspunktet mellom sirklene ved & bruke verktgyet skjaring mellom
to objekter > . Vi trekker sa en strile gjennom dette skjeringspunktet. Merk at
GeoGebra kaller dette punktet for C. Dette er noe vi ma endre pa nar figuren er
ferdig, siden dette ikke er hjgrnet C som vi skal finne.

a

3 Vikonstruerer /B ved & halvere vinkel ABC (husk at vi skal endre navn pé C til slutt).
Dette gjor vi ved a konstruere to sirkler med samme radius gjennom henholdsvis
A og «C». Om du konstruer en sirkel med sentrum i C, sa kan du bruke verktgyet
Passer (= til & tegne en sirkel med samme radius i A. Velger du dette verktoyet er
det bare & klikke pa sirkelen med sentrum i C og deretter pa punktet A (som da blir
sentrum til den «kopierte» sirkelen).

Merk at vi har skjult de to sirklene fra konstruksjonen av ZA. Dette gjor du ved a
hgyreklikke pa sirklene og hake vekk «Vis objekt» ~*. Vis objekt .

4 Finner et av skjeeringspunktene mellom de to sirkelen og tegner en strale gjennom

B og dette punktet. Punktet C i oppgaven vil da veere skjeringspunktet mellom de
to stralene:
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5 Vi rydder litt opp i figuren ved & skjule alle sirklene og endre navn pa F (til C
og skjuler navn pa alle andre punkt enn A, B og C. For a vise hvordan figuren er

konstruert hgyreklikker jeg sa pa D og velger egenskaper. Der haker jeg av for «Vis
skjeeringslinjer (kryss)»:

B>~ 4 >Q0 4N =@ S5C Q=

@ Basis Fage St Avansert Algebra X
Seripting @
c Navn: )
R @
Definisjon: N
Skjeering(e, h, 2)
Objekttekst:
Punkt E
@°. Vis objekt
@4+ Vis navn Vis objekt
£ Vis spor Vis spor
1D Gi nvttnavn Vis navn: | Navn
@ Slett
£ Inngliinger Lés objekt
Hielpeobjekt
—) Vis skjaeringslinjer (kryss)
B
A
"
Q
Q

Gjor det samme for punktet som definerte det andre punktet pa stralen gjennom A
og C (vart gamle C). Du vil da fa felgende pene figur:
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Nar alle punkta er tegnet, bruker du verktgyet Mangekant [~ for & fa tegnet trekan-
ten. Nar dette verktgyet er valgt, er det bare & klikke rundt pa hjgrnene i trekanten.
Husk at du ma avslutte mangekanten ved & klikke pa det fgrste punktet.

Merk at dersom du gar til «<Rediger» og velger «Kopier grafikkfeltet til utklipstavlen»
og sé limer dette inn i en tekstbehandler (for eksempel Word), sé vil AB bli 8,0 cm
pa en utskrift dersom du ikke endrer stgrrelse pa bildet som blir limt inn.

Oppgave 5.1
Trekanten ABC fra eksempel 5.1 er en del av trapeset ABCD der Z/BAD = 90°.

Konstruer trapeset ABCD.

Oppgave 5.2

Apne en ny GeoGebra-fil og sl av aksene og rutenettet (hgyreklikk i grafikkfeltet og ta
vekk haken for akser og rutenett).

a) Tegn et linjestykke AB og bruk verktgyet Midtpunkt eller sentrum .-*. Du finner
dette verktgyet i samme gruppe som andre punkt-verktgy.

b) Konstruer en sirkel med AB som diameter.

c¢) Tegn et nytt punkt C pa sirkelen. Hva kan du si om trekanten ABC? Ta tak i punktet
C og flytt det rundt pé sirkelen.

Oppgave 5.3
Gitt to punkt A og C. Konstuer et kvadrat ABCD slik figuren nedenfor viser.

D C

Oppgave 5.4

a) Lag en firkant ABCD. Finn midtpunktet pa hver av de fire sidene. La disse bli hjgrner
i en ny firkant. Kall denne EFGH.



62 Kapittel 5. Geometri

b) Grip fatt i ett av hjgrnene av den opprinnelige firkanten, flytt pa det og forandre pa
figuren. Ser du noe?

¢) Hvor stort er arealet til firkant ABCD i forhold til firkant EFGH?
d) Prgv om du kan forklare det du sa i b) og c).

Oppgave 5.5

a) Tegn en trekant. Konstruer vinkelhalveringslinjen til to av sidene i trekanten. Bruk
verktgyet «Halveringslinje for vinkel» < .

e

b) Konstruer sa den tredje halveringslinjen. Hva ser du? Undersgk om dette gjelder
alltid ved & ta tak i hjgrnene og forandre pa trekanten.

c¢) Vis at punktet D er sentrum til den innskrevne sirkelen.

Oppgave 5.6
Gitt to punkt A og D. Konstruer et regulaert heksagon ABCDEF som vist pa figuren
nedenfor.
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Oppgave 5.7
Konstruer en likebeina trekant ABC, der AC = BC = 2AB.

Oppgave 5.8
I en sirkel har vi tegnet en firkant ABCD. Hva kan du si om vinklene i firkanten?

I denne oppgaven kan du fa bruk for verktgyet Vinkel <. .

De siste oppgavene viser at du kan bruke GeoGebra til 4 utforske matematiske sam-
menhenger. GeoGebra egner seg pa den maten utmerket til slike oppgaver. Men vi
vil poengtere her at selv om vi kan flytte pa hjgrner og ta for oss en uendelighet av
tilfeller, s vil vi aldri kunne bevise noe med GeoGebra. Den flotteste illustrasjon av
Den pytagoreiske laeresetning er nettopp en illustrasjon og ikke et bevis. Pa den maten
vil nok aldri program som GeoGebra erstatte vanlig resonnering og bevisfgrsel. Faktisk
kan slike programmer gjgre at elevene blir mindre motivert for & gjennomfgre et bevis —
hva er poenget med det? De ser jo at ssmmenhengen «alltid gjelder»...Vi ma derfor ha
en reflektert holdning til dette og ikke bruke dynamisk programvare som en erstatning
for argumentasjon og bevisfgring.

Oppgave 5.9

Tegn en trekant ABC. Konstruer midtnormalen til to av sidene. Konstruer s den tredje
midtnormalen. Hva ser du? Gjelder dette alltid? Undersgk dette ved 4 ta tak i et hjgrne
og flytt pa det.

Vi gnsker & omskrive trekanten ABC med en sirkel. N& vet vi at sentrum i sirkelen mé
ligge like langt fra A som fra B. Derfor ma midtnormalen til AB ga gjennom sentrum
av sirkelen. P4 samme méte ma de andre tre midtnormalene ga gjennom sentrum av
sirkelen. Derfor ma dette sentrum vare O. Bruk dette til & omskrive trekanten.

Oppgave 5.10

Tegn en likesidet trekant. Velg et punkt i det indre og mal avstanden fra dette punktet
til de tre sidene. Velg et nytt punkt i det indre og mal igjen avstanden fra sidene. Hva
ser du da? Formuler en hypotese. For mer om dette resultatet se Amdal (2009a) og
(2009Db).
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Oppgave 5.11

Tegn en firkant ABCD og et punkt E utenfor firkanten. Bruk verktgyet Speil objekt om
punkt | .-’ og speil punktet E om A slik at du far et nytt punkt E’. Speil s& E’ om B og
fa E”, som du igjen speiler om C og far E””. Speil til slutt E”” om D og fa punktet F.
Eksperimenter med firkanten ABCD og finn ut hva som ma til for at F og E skal vere
sammenfallende. Se figuren nedenfor.

D o E

° E//

.E/

Oppgave 5.12
P4 figuren nedenfor har vi tegnet kvadratene ABCD og AEF C. Vi setter sidene i kvadratet
ABCD lik a.

D Cc
a

F
A a B
E

a) Vis at kvadratet AEFC har dobbelt sd stort areal som kvadratet ABCD.

b) Konstruer et kvdrat med areal lik 50 cm?.



5.2

5.2 Perspektiver 65

Perspektiver

Du kan bruke GeoGebra til & tegne i perspektiv. Vi vil i dette delkapittelet vise hvordan
vi gér fram for a tegne et hus som ser slik ut:

Figur 5.1: Hus med fo forsvinningspunkt tegnet med GeoGebra.

For du starter, s kan det vere en god ide a skjule akser og rutenettet. Vi starter med a
tegne inn en horisontal linje (horisonten). Skriv inn y = 5 i algebrafeltet. P4 den méten
vet vi at vi far en 100 % horisontal linje. Velg sé de to forsvinningspunkta (A og B pa
figuren nedenfor).

Tegn sé det «nedre» hjgrnet C i huset:

Geometri - GeoGebra

[ XoX ]
N E B SO NS IPANEIE Q
. f:y=5 N @O s @

A

'UJ

A = Punkt(f) ‘
o
~ (3125 @

B = Punkt(f) °

~ (29,5 ©

>

O = (344 005

For a tegne hjgrnet mellom de to synlige veggene tegner vi en linje normal p& horisonten
gjennom punktet C. Tegn et punkt D pa denne linjen. Linjestykket mellom C og D er
den «fremste» kanten til huset. Tegn s& linjer gjennom C og de to forsvinningspunkta
og tilsvarende for D som vist pa figuren nedenfor:



66 Kapittel 5. Geometri

[ ] [ ) Geometri - GeoGebra
¥ AL D00 LN = e S5 Q=
h:Line(b, # _ )
= % _@
— -2.98X - vivy \A @E] =
i:Linje(C,A) °
(@)
— -5.08x - 6.56y
® j:Linje(D,B) °
2.98 o "
— -2.98x + 9.46,
P k: Linje(C,B) °
— -5.08x + 9.46, Q
| T C
+ Skriv inn...

Det neste vi gjgr er & tegne inn de to andre «nedre» hjgrnene E og F. Deretter tegner
vi linjer parallell med CD gjennom disse,og finner skjeringspunkta mellom disse og
linjene fra D og forsvinningspunktene:

[ ] [ ] Geometri - GeoGebra
K= 0O 4L N e S5c Q =
) L Linge(k, g oy @ ° % 7 N
— x=06.76 \A 5
) m : Linje(F, g) E
— x=2
H G
o G = Skjaering(¢,]) H> ) .
— (6.76, 3.07) E,
) H= Skj@ring(h.in F &
— (2, 267) c Q
+ | Skrivinn

Neste problem er & bestemme hvor menet til huset kan vaere. Det er selvsagt midt pa
den ene veggen. Vi tegner inn midtpunktene pa henholdsvis CF og DH. Mgnet méa da
ligge pé linjen gjennom disse to midtpunktene. Hvor mgnet ligger avhenger av hvor
hoyd det er pa huset. Vi velger derfor en passe hgyde.

Vi kan né tegne inn det ene mgnet K og linja fra dette til det ene forsvinningspunktet.
Vi mangler da kun ett punkt, og det er det andre mgnet. Strengt tatt skulle vi ha tegnet
inn enda ett forsvinningspunkt for a gjgre dette, men ngyer oss her med & tegne linje
parallell med DK.

[ ] [ ] Geometri - GeoGebra

K =D 00 4L N 2 e

q = Linjestyt

—~ 185 \A

r:Linje(G.q) °

— -16.08x - 6.81;
s = Linjestykke(i,
- 127

L = Skjering(p. i)
(@)

— (629, 4.17)

+ | Skrivinn
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Vi vil na skjule alle linjer (men ikke hjgrnene i huset). Velg verktgyet Vis eller skjul objekt
*. og klikk pa alle linjene som du vil skjule. Disse vil da bli feite (og fremdeles synlige)
mens du klikker rundt. Nar du er ferdig velger du Flytt I . Da ser figuren slik ut:

[ ] [ ] Geometri - GeoGebra

Bl =P 00O &N =2 S Q=
q = Linjestyt _ .
E B @
— 1.85
r: Linje(G. q) : °
O
— -16.08x - 6.81:
°
s= L\njestykke(l—:L
© L
— 1.27 (5}
H o
) L = Skjaering(p, ) &
— (6.29, 4.17) °

Det siste vi gjgr er a tegne inn de tre synlige flatene pa huset ved hjelp av verktgyet
Mangekant [-. Vi far da felgende figur:

Oppgave 5.13
Lag et tilsvarende hus, men bruk tre forsvinningspunkt slik at taket blir korrekt. Tegne

ogséa inn vinduer og pipe.

5.3 Sporing

Sporing er et effektivt verktgy nér vi skal utforske sammenhenger. Folgende eksempel
er hentet fra Polya (1957).

Eksempel 5.2

Gitt en trekant ABC. Konstruer et kvadrat som har hjgrnene pa sidekantene til trekanten.
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L@sning:

Vi tegner en trekant i GeoGebra ved & bruke verktgyet Mangekant [ . Vi vet ikke hvor
pa sidekanten AB det ene punktet skal ligge, men velger et punkt D og konstruerer et
kvadrat med verktgyet Regulaer mangelant ». Siden en trekant kun har tre sider og et
kvadrat har fire, s ma to av hjgrnene til kvadratet ligge pa en av sidene i trekanten. Vi
velger dette til & vaere AB. Vi far da en konstruksjon som vist pé figuren nedenfor.

Punktet G skal ligget pa BC. Det vil si at D er plassert feil. Men her gjgr vi et lite triks. Vi
slar pa sporing pa G (hegyreklikk og velg «Vis spor»). Nar du na flytter pa D, vil punktet
G sette av et spor. Dette gjgr at vi oppdager en sammenheng som vi muligens ellers
ikke ville ha sett, nemlig at G ligger pa en rett linje.

Hvordan lgser vi s& oppgaven? Vi tegner na en linje gjennom AG og finner skjerings-
punktet H mellom denne og BC. Sa feller vi ned en normal fra H ned pa AB og far
et punkt I. Dette er to av hjgrnene i det spkte kvadratet. Vi konstruerer sa kvadratet.
Neste utfordring blir na & forklare/argumentere for hvorfor denne konstruksjonen virker.
Hvorfor kan vi vite at punktet J pa figuren nedenfor faktisk ligger pa linjestykket AC?
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N& kan vi ta tak i et av hjgrnene i trekanten ABC og flytte det. Kvadratet vil alltid ligge
pa sidekantene til trekanten. Merk at konstruksjonen virker kun dersom DE < DB.
Hvorfor det?

Oppgave 5.14
Gitt et kvadrat ABCD. Konstruer en likesida trekant som har det ene hjgrnet neer midten
av linjestykket AB og de to andre hjgrnene pa sidene AD og BC.

Hvor langt fra midten kan punktet P ligge?

Flere oppgaver

Oppgave 5.15
Gitt en linje £ og et punkt P utenfor £. La Q vare et punkt pa £. Konstruer en sirkel med
sentrum S som gar gjennom P og som tangerer £ i Q.

Flytt pa Q langs linjen og se hva som skjer med S.

Oppgave 5.16
Konstruer en halvsirkel. Konstuer sa det innskrevne kvadratet i halvsirkelen, som vist
pa figuren.
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Oppgave 5.17

Gitt tre linjer £, £, og {5 og et punkt A pa den midterste linjen £,. Konstruer en likesidet
trekant ABC, der A er et av hjgrnene og der de to andre hjgrnene ligger pa henholdsvis
51 0og 62.

t

Oppgave 5.18
Gitt et kvadrat. Konstruer en sirkel som gar gjennom et hjgrne og tangerer to andre
sider, som vist pa figuren.

Oppgave 5.19

Gitt et kvadrat og et punkt E pa den ene siden. Konstruer en sirkel om gar gjennom E
og som tangerer kvadratet i to punkt, som vist pa figuren.

—

N

Oppgave 5.20

Gitt en linje £ og to punkt A og B som ikke ligger pa linjen. Konstruer en sirkel som gér
gjennom A og B og som tangerer {.
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Oppgave 5.21

a) Konstruer kvadratene og sirkelen som vist pa figuren nedenfor.

—2— 4 i

b) Regn ut den eksakte verdi for sirkelens radius.

Oppgave 5.22
Gitt to linjer £ og m og et punkt P som ligger mellom linjene. Konstruer en sirkel som
tangerer £ og m og som gar gjennom P. Se figuren.

{

5.4 Parameterframstillinger

Det er selvsagt ikke bare grafer til funksjoner som er mulig a tegne i GeoGebra. Du
kan for eksempel ogsé tegne kurver som har en parameterframstilling. I folge LKO6
skal elevene «kunne bruke vektorfunksjoner med parameterframstilling for en kurve
i planet, tegne kurven og derivere vektorfunksjonen for a finne fart og akselerasjon.»
(LKO06, kompetansemal for R1). Vi vil her vise noen eksempler pa hvordan dette gjgres
i GeoGebra.

Eksempel 5.3
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En linje [ er gitt ved folgende parameterframstilling:
x=—2—-3t N y=3+2t

Tegn linjen i et koordinatsystem.

I GeoGebra kan vi tegne kurver gitt pa parameterform ved & bruke kommandoen
Kurve(<Uttrykk>,<Uttrykk>,<Parametervariabel>,<Start>,<Slutt>)

I dette eksempelet skriver vi kommandoen Kurve (-2-3t, 3+2t, t,-4,4). og trykker
enter. Vi far da tegnet linjen:

[ XX ] GeoGebra klassisk

(i e L b OO 4N =+ e Q =
a=Kurve(—2—3t,3+2t,t,—4,4) = \ &
© Il esess 2 .

+ | Skrivin

—4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6 7 8 O\ ]
.
o 0
B a

Figur 5.2: Du plotter kurver ved & bruke kommandoen Kurve( )

Né er det kanskje ikke s& spennende & tegne inn linjer pa denne maten, s& derfor mé vi
prove oss pa litt mer avanserte kurver. Neste eksempel viser en kurve med en kusp®.

Eksempel 5.4

Tegn kurven med parameterframstilling gitt ved
x=t
y=t*

I dette tilfellet gir vi kommandoen

Kurve[t*3, t*2, t, -5, 5]

og far felgende kurve:

[ JoX } GeoGebra klassisk
k] 7 A0 4N = S Q=
a:Kurve(t3,t2,t4—5,5) jN 2 2 j@
© - X:tj}—sgcgs
y=1t
1
+ K n ﬁ
©}
-2 -1 0 1 2 3 Q
& -

Figur 5.3: En kusp. Kan du finne likningen for denne kurven?

'En kusp er en «spiss» pa kurven. Det vil si en singularitet der kurven ikke krysser seg selv.
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Du kan skrive eksponenter i GeoGebra ved & bruke tastekombinasjoner som [Alt]+[ 2 ].
Tilsvarende for hgyere potenser: + gir eksponent 3 og + gir eksponent 11.

Eksempel 5.5

Tegn kurven med parameterframstilling gitt ved

1—t? _t(t+2)
1+t+t2 Y Tt t+e2

Her fér vi et problem med 4 velge hvilke grenseverdier vi skal sette inn for parameteren
t. For & fa hele kurva ma parameteren gar fra —oo til co. Men dette kan vi ikke sette
inn nar vi skal tegne kurva.

Vi bruker i stedet verdier fra for eksempel -1000 til 1000:
Kurve((1-t*2)/(1+t+t*2), tx(t+2)/(1+t+t*2), t, -1000,1000)

Vi fér da fplgende kurve:

° ° GeoGebra klassisk

k] 7 LB OO 4N = S Q=
=N RS

1-+t2 t+2
T+t+t2" 1+t+t?

@) 1-+¢2 @
X=—
_ e+t L 4600 <t < 1000
L th2 “
y=t———
THt+t > > o 2 3
Q
+ / inn
Q

a= Kurve( ,t,—1000, 1000)

Figur 5.4: Hvilken kurve er dette?

Oppgave 5.23
Plott fglgende kurve: x =cos(5t) A y =sin(3t), t €[0,27].

Oppgave 5.24
I denne oppgaven skal vi utforske en hel familie av kurver.

a) Lag en glider k som kan variere fra O til 7. For & gjgre dette kan du velge verktgyet
Glider = og klikke der du vil ha glideren i grafikkfeltet. Du far da opp en meny
hvor du kan velge Min, Maks og Animasjonstrinn:
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Glider
Navn
n=1
Tall Vinkel @ Heltall
Intervall Glider Animasjon
Min: Maks: Animasjonstrinn:

1 7 1 J

[ ok [N

Velg da heltall og Min = 1, Maks = 7. Animasjonstrinnet blir satt til 1 nér du velger
Heltall.

b) Plott kurven gitt ved
x =(k+1)cost—cos((k+1)t) A y=(k+1)sint —sin((k + 1)t)

La t variere fra O til 300. Nar k = 2 far vi kurven vist pa figur 5.5.

e0e GeoGebra klassisk
K] A7 XD OO LN = SC Q=
k=2 = 4
T . 7_,(\; -
. k=2 3
a = Kurve((k + 1) cos(t) — cos((k + 1) t), (k + 1) sin(t) — sin((k + 1) t),£,0,2 ] —
(@) x=(2+1) cos(t) - cos((2+1) 1) 2
T y=(2+1) sin(t) - sin((2+ 1) ¥) }0956‘28 1
+ | Skrivinn
-8 -7 -6 -5 —4 1 2 3 4 5
3
Q
Q
@8

Figur 5.5: To kusper. ..

¢) Varier na k. Hvor mange kusper far vi nér k = 1? Hva med k = 2? Hva om k = 6?
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Oppgave 5.25
Tegn fglgende to kurver i samme koordinatsystem. La parameteren t ga fra O til 50.

x=4+t-cost A y=+t-sint
x=—+t-cost A y=—+t-sint

Oppgave 5.26 — Fermaits spiral.
Plott fglgende kurve

x =rcos(r?) A y =rsin(r?)

velg r mellom —7 og 7.

Eksempel 5.6

Posisjonsvektoren til ein partikkel er gitt ved
F()=[t34+3,t+1]
a) Tegn grafen til 7 nar t € [—2,2].

b) Bestem fartsvektoren V(t) og akselerasjonsvektoren d(t). Marker ¥(1) og d(1) pa
kurven til 7.

¢) Finn ved regning det punktet pa kurven der ¥(t) er parallell med y-aksen.
L@sning:
a) Vi plotter grafen ved a bruke kommandoen
r=Kurve(t”3+3, t+1, t, -2, 2)

Vi far da kurven som vist pé figur 5.6.

ece GeoGebra klassisk
DSOS IPAN EIR S e Q =
r=Kurve(t* +3,t + 1,t,-2,2) =N B @
o

)
x=t+3 _2<t<2
y=t+1

v = Vektor(r(1),r(1) +r'(1)) i 2
@)
- G) ‘ / )
. @ -

a = Vektor(r(1), (1) + (1)) Pl 4 s 2 o] S 3 4 5 6 7 3 9 10
@ (e) . Y
— r

0

Figur 5.6: Grafen til #(t) sammen med fartsvektor og akselerasjonsvektor
i posisjonen 7(1).

b) Vi kan finne fartsvektoren og akselerasjonsvektoren ved a derivere 7. Dette gjor vi i
GeoGebra ved a bruke kommandoene

Derivert(r) og Derivert(r, 2)



76 Kapittel 5. Geometri

[ figur 5.6 ser du svaret i algebrafeltet. Vi markerer inn ¥(1) ved a skrive inn
kommandoen

v = Vektor[r(1), r(1)+r'(1)]

Vi far da en vektor som starter i 7(1) og géar til 7(1) + ¥(1). Merk at det ikke er
naturlig & markere inn fartsvektoren i origo.

P4 samme mate far vi tegnet inn akselerasjonsvektoren ved a skrive inn kommandoen
a = Vektor[r(1), r(1)+r''(1)]

c¢) Denne deloppgaven kan ikke lgses med GeoGebra. Her gjelder det bare & finne
hvilken t som gir x-koordinaten til ¥(t) lik 0. Dette er nar t = 0.

55 Andre kurver

I GeoGebra er det mulig & plotte andre kurver enn de som har en parameterframstilling.

I eksempel 5.4 tegnet vi kurven med parameterframstilling x = t> og y = t2. Vi ser at
denne kurven oppfyller likningen x2 — y® = 0. Vi trenger ikke & finne parameterfram-
stillingen for a tegne kurven. I GeoGebra kan vi skrive likningen for kurven direkte inn
i algebrafeltet og fa tegnet kurven.

For & plotte kuspen skriver vi med andre ord inn
X*3=y*2

Eksempel 5.7

Tegn kurven som er gitt ved likningen
(X2 +y2 _ 1)3 — x2y3
Skriver du inn likningen far du fglgende pene kurve:

[ ] [ ] GeoGebra klassisk

R]r " A > OO &N =2 Q=
] & e @

O eql: @+ y2-1P =xy? : (\1/3
=+ £ inr
A
—
o 3 0 1 2
a
a
-1

Oppgave 5.27
Tegn fglgende kurver:

a) (x*+y*)P?-2(x*-y*)=0

b) (x2+y?2—1)2—x2y3=0
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Verktay for objekthandlinger

Glidere

Dersom du vil eksperimentere med ulike verdier som kan variere i et intervall, s&
er glidere et utmerket verktgy. Som neste eksempel viser, s blir slike glidere laget
automatisk dersom du skriver inn bokstaver som ikke allerede er definert i GeoGebra.
Du finner et verktgy for & lage glidere under ikonet ** pa verktgylinjen.

Eksempel 6.1

Hvordan vil ulike verdier for a, r og d pavirke grafen til funksjonen f gitt ved

f(x)=a(x—r)2+d

L@sning:

Dersom vi skriver inn f(x)=ax(x-r)*2 +d i algebrafeltet, og trykker enter, sa vil det
automatisk bli laget tre glidere a, r og d i GeoGebra. Disse verdiene vil variere mellom
—5 og 5 som standard. N4 er det bare til 4 endre pa disse verdiene og se hva som skjer.

[ JOX ) GeoGebra klassisk
R]d 2> O0O &N =2 o Q=
o a=1 : \f [ &
-5 L 50
r=1 :
O -5 ® 50 \4 /
d=1 H 3
O -5 @ 50 /
: ~
® f(x)=a(x—r)P?+d A‘ ~ |
o 1(x—12+1 ﬁ‘
. ] il 1 ] Q
+ Skriv inn... - 5 4 3 2 1.0 2 -
[riss | fi

Figur 6.1: Gliderene a, r og d er laget automatisk i GeoGebra.

Det beste er a be elevene prgve & resonnere seg fram til hva som skjer med grafen for
gliderene blir endret.
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Legg merke til at gliderene i eksempel 6.1 er satt til & variere mellom -5 og 5. Vi kan
endre dette ved a klikke pé de tre prikkene (1) (se figur 6.2), velge Innstillinger (2)
og fliken Glider (3). Her kan vi velge hvilke intervall glideren skal variere i (4) og vi
kan sette steglengde. Her kan vi ogsa endre animasjonsfart (farten du far pa glideren
hvis du klikker pé play & og hvordan glideren skal oppfore seg (5) (gjenta begge veier,
gkende, minkende eller gkende én gang).

o0 e GeoGebra klassisk

A a=2 —
Ko~ 2> 004N = Q=
£ A& 7[\/ j@ Basis Glider Farge Stil Posisjon X
) Algebra  Scriptin:
a=1 Lag kopi 9 piing o3
O -5 [ ) 10 B Slett Maks: Animasjonstrinn: : :
rq e * Innstillinger o @
@) 0 =@ .10 ® 3 Last Tilfeldig ~ Horisontal ¥ %
d=1 0 2 Animasjonsfart:
O 1
N o -8 @ Gjenta:
s i <« Begge veier B
fog=ale=n+d Vis glider i algebrafeltet
- 1(x— 1)2 +1 s 5 N T - Punkttype
Storrelse: 5 px
-1
+ Skriv in
& Farge: .
@ 2 Linjestil
E Bredde: 200 DX

Figur 6.2: Du kan endre innstilingene til en glidere ved & klikke pd& de tre prikkene (1),
velge Innstillinger (2) og fliken Glider (3).

I stedet for a endre innstillingene i etterkant, kan vi bruke verktgyet glider = . Nar
dette verktgyet er valgt kan vi klikke en plass i grafikkfeltet hvor vi eventuelt vil ha
glideren (denne kan ogsa skjules etterpa om det er gnskelig). Du vil da fa opp fglgende
vindu:

Glider
Navn
b=1
® T1al Vinkel Heltall
Interval Glider Animasjon
Min: Maks: Animasjonstrinn:
-5 5

m Avbryt

Her kan vi gjgre de samme valgene som under Innstillinger til glideren. Det vil si at
vi kan velge minste verdi, stgrste verdi, aninmasjonstrinn etc. Legg ogsa merke til at
du kan velge om glideren skal veere Tall, Vinkel eller Heltall. Velger du vinkel vil den
automatisk variere mellom 0° og 360°.
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Oppgave 6.1
Lag en GeoGebra-fil som du kan bruke til & utforske linezre funksjoner pa formen
y = ax + b for ulike verdier av a og b.

Oppgave 6.2
Lag to glidere a og b og utforsk hvordan ulike verdier av a og b pavirker grafen til
ax—ab+1
gxX)=——7
x—b
Oppgave 6.3

Utforsk hva som skjer nér vi forandrer A, ¢, ¢ og d i uttrykket
f(x)=A-sin(cx+ ¢)+d

Tips: du finner ¢ pa det virtuelle tastaturen til GeoGebra under gruppen med alle de
andre greske bokstavene.

123 f(x) ABC aBy

()] < € 7] T v e t o s

1>
Y
o~
<
£
=
<
=
&

Oppgave 6.4
Lag to glidere a og b mellom —5 og 5 og tegn ellipsen gitt ved

2 2

a2 b2

Beskriv hvordan kurven endrer seg nar a og b varierer.

Oppgave 6.5

a) Lag glidere a, b og ¢ som kan variere mellom -5 og 5. Plott grafen til

f(x)=a-x*+b-x+c

b) Tegn inn linja som skjeerer grafen til f i punkta med x-koordinatene x = —2 og
x=1.

c) Finn arealet avgrenset av linja og grafen til f. Hva skjer nar du endrer pa a? Hva
med b og c?
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6.2 Avkrysningsboks for @ vise og skjule objekt

I GeoGebra kan du lage avkrysningsbokser som du kan klikke pa om du for eksempel
vil vise eller skjule objekter.

Eksempel 6.2

Tegn grafen til f (x) = x2—2x+1 og lag et punkt pa grafen til f sammen med tangenten
til grafen i dette punktet. Lag sd en avkrysningsboks som viser eller skjuler tangenten.

1. Tegner grafen ved a skrive inn funksjonsuttrykket i algebrafeltet. Velger sa verktgyet
Nytt punkt . og klikker en plass pa grafen og far et punkt A.

2. Tegn sd inn tangenten til grafen i punktet A ved & skrive inn Tangent(A,f) i
algebrafeltet. Du kan selvsagt ogsa bruke verktgyet Tangenter ,o som ligger i
samme gruppe som Normal linje. Velger du dette verktgyet er det bare a klikke pa
punktet og deretter pa grafen til f.

3. Vi gnsker na en avkrysningsboks som fungerer slik at tangenten er synlig kun
dersom vi har krysset av i boksen. Velg verktgyet Avkrysningsboks for a vise og skjule
objekt +*. Du finner denne under samme meny som glidere. Klikk sa der hvor du
gnsker & plassere boksen. Du vil da fa opp et vindu som vist pa figur 6.3.

[ JOX ) GeoGebra klassisk
A L . ° =
A NERPAB S NOM AP 1 [ ° Q=
B, . f .
Kow =N \roe =)
Avkrysningsboks for a vise/skjule objekt
O f(x):x272x+1 g 9 ) d
O A = Punkt(f) Objekttekst: Vis/Skjul tangenten i A 4
— (2.64, 2.69) 9 v, A
Velg objekt i figuren eller fra liste
g : Tangent(A,f)
Linje g: Tangent til f i x = x(A) 2
+
1
0 1 2 3 4 5 6
L, "
Avbryt Ly Q
Q
-3

Figur 6.3: Avkrysningsboks for & vise og skjule objekt. | dette tilfellet vil vi vise/skjule tan-
genten til f i A.

Merk at du kan enten velge hvilket objekt som skal vises/skjules ved & velge det fra
nedtrekslisten eller ved & klikke pé objektet i algebrafeltet eller grafikkfeltet. Skriv inn
onsket tekst som skal std ved siden av avkrysningsboksen og klikk pa «OK».
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[ JOX GeoGebra klassisk
R]d D> OO 4L N 28 =
E] A% = "o @
Q9 =r-2x+1 : Vis/Skjul tangenten i A 4
A = Punkt(f) i 3
— (2.64, 2.69) @
T (A, f) \ .
O g : Tangent(A,
— y=3.28x- 597 k &
O a = true : -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -
@ kriv inr - / o

Figur 6.4: Avkrysningsboksen er haket av og tangenten vises!

Det som skjer nar vi lager en avkrysningsboks er at det blir laget en boolsk variabel.
Dette er en variabel som kan ta to verdier: true eller false. De objektene som vi velger
skal knyttes til avkrysningsboksen far da endret egenskap til at de skal vises dersom
den boolske variabelen er «true». Dette ser vi om vi hgyreklikker pa tangenten, velger
Innstillinger og sa fliken Avansert. Der vil vi na se at det stér a i «Vilkar for at objektet
skal vises». Det betyr at nar a har verdien true (som styres av avkysningsboksen) sé
vises tangenten. Dersom den er false, sé vises den ikke.

Basis Farge Stil Scripting

Vilkar for at objektet skal vises. Eksempel:a==3 »~ b> 2
a %

Dynamiske farger

Red:
Grenn:
Bla:
RGB ¥ Slett
Diverse
Lag: 0% Velg med museklikk

Plassering

Grafikkfelt Grafikkfelt 2 Grafikkfelt 3D

Oppgave 6.6

Algebra

Plott grafen til funksjonen f(x) = x> —3x% — 6x + 8 og lag en avkrysningsboks som

viser/skjuler topp- og bunnpunktet til funksjonen.

Sett inn et Innsettingsboks

Noen ganger kan det veere greit om vi raskt kan omdefinere et objekt uten & dobbeltklikke

eller hgyreklikke pa objektet i algebrafeltet.
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La oss si at vi gnsker at elevene skal finne funksjonsuttrykket til en lineaer funksjon
som gar gjennom to gitte punkt. Det ville da veere ok om vi lett kunne skrive inn
funksjonsuttrykket uten & maétte lage et nytt objekt (som ville ha skjedd dersom vi
hadde skrevet inn funksjonsuttrykket i inntastingsfeltet).

Vi kan gjore dette pa fglgende mate:

1 Tegn to punkt i grafikkfeltet.
2 Skriv i inntastingsfeltet f(x)=?.

3 Velg sa verktoyet Innsettingsboks - og klikk der hvor du gnsker & plassere dette
feltet. Her kan det veere en god idé & klikke i Grafikkfelt 2. P4 den maten vil du
veere garantert at linjene som du tegner inn ikke vil ga over tekstfeltet. Dersom
dette grafikkfeltet ikke vises, s& kan du fa dette fram ved & hake det av under «Vis»
pa under menyknappen.

Nér du har klikket der hvor du gnsker & plassere tekstfeltet, vil du fa opp et vindu
hvor du kan skrive objekttekst og hvilket objekt du vil linke det til. I dette tilfellet

skriver vi inn objektteksten «Jeg tror f(x) =» og linker det til f (x)=? under «Aktuelt
objekt»:

Innsettingsboks
Objekttekst:
Jeg tror f(x) =

Aktuelt objekt:

(tx)=2 D)

Cox

Figur 6.5: Tekstfelt omdefinerer f(x) med det som skrives inn i tekstfeltet.

Resultatet kan se slik ut:

o0 e GeoGebra klassisk

Rls D> OO &N = Q=
E] A& N &
® f(x):%H; H Jegtrorf(x)=1/2x+3/2
O aA=(Ly i ¢ @
O B=(59 5
N : B

s

> "
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Merk: Dersom linjen blir tegnet i Grafikkfelt 2 ma du heyreklikke pa linjen og
velge «Innstillinger» og «avansert». Nederst i dette vinduet kan du da sette hvilket
grafikkfelt du gnsker at linjen skal vises i:

Basis Farge Sti\Scﬂplmg

Vilkar for at objektet skal vises. Eksempel: a==3 A b> 2

Dynamiske farger

Red:

Gronn:

Bla:

RGB ¥ Slett
Diverse

Lag: 0% g mped museklikk
Plasserip

Grafikkfelt Grafikkfelt 2 Grafikkfelt 3D Algebra

Figur 6.6: Du kan velge hvilket grafikkfelt du @nsker at et objekt skal plasseres i under
«egenskaper og «Avansert». Merk at avkrysningsboksene nederst kun er synlige
dersom du viser begge grafikkfeltene.

6.4 Settinn en knapp

Med verktgyet Knapp kan du sette inn en klikkbar knapp. Med denne kan du fa
GeoGebra til a kjore en sekvens av kommandoer nar knappen blir klikket. Vi tar med
noen eksempler som viser hvordan dette fungerer.

Eksempel 6.3

Lag en knapp som zoomer ut grafikkfeltet.

L@sning:

Velg verktgyet Knapp (samme gruppe som glider) og klikk i grafikkfeltet der hvor
du gnsker at knappen skal vere. I dette eksempelet vil vi plassere den i Grafikkfelt 2.
Du vil da fa opp et vindu. I dette skriver vi teksten vi vil skal st pa knappen (Zoom ut)
under «Objekttekst». I det store feltet har vi skrevet inn

VelgAktivtOppsett(1)
ZoomUt(1.5)

Poenget med slike GeoGebra-Script (som de kalles) er at du skriver inn et sett med
GeoGebra-kommandoer (akkurat som du ville ha gjort i algebrafeltet). Nar vi sa klikker
pa knappen, vil disse kommandoene bli kjort i den rekkefglgen de er listet opp i. Pa
forste linje har vi skrevet inn VelgAktivtOppsett(1). Denne kommandoen forteller at
kommandoene som er listet opp under skal gjelde Grafikkfelt 1. Hadde vi ikke skrevet
inn dette ville grafikkfeltet som knappen er plassert i blitt zoomet ut. Virkningen av
kommandoen ZoomUt (1.5) vil derfor vaere at grafikkfelt 1 zoomes ut med en faktor 1,5.
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[ [ ] GeoGebra klassisk

Knapp

Objekttekst: _
-oom ut
Zomm ut /

GeoGebra-Script:

VelgAtivtOppsett(1)
ZoomUt(1.5)

Figur 6.7: N&r du klikker p& knappen vil du Zoome ut med en faktor 1,5

Det er ikke lett 4 huske eller vite hvilke kommandoer vi har tilgjengelig. Vi har sa langt
sett pé to: VelgAktivtOppsett og ZoomUt. Du finner en liste over slike kommandoer
under Hjelp (2) som vist pa figuren nedenfor. Far & fa opp listen klikker du ferst pa
plusstegnet (1) i algebrafeltet & deretter pa «Hjelp» (2). I listen til hgyre kan du na se
ulike Scripting-komanndoer som er tilgjengelig. I neste oppgave kan du fa bruk for
kommandoer ZoomInn.

GeoGebra klassisk

ece
. . =
Q-A/A‘/b@@&lx‘% Q =
o T ’ ¢
| fx Uttrykk | \ Vis Hjelp online Lukk
99 Tekst @ Diagram Zoom ut
@ Statistikk
| Bilde @ Sannsynlighet
Hijell ® Regneark
e @ 20 . = Scripting
vy memg ey =) IMAGINERI(X) e Avkrysningsboks
floor(x) ceil(x) round(x) brokdel(x) DataFunksjon
log(b,x) exp(x) In(x) Ig(x) Id(x) EksporterBilde
sin(x) cos(x) tan(x) EkstraherTilFunksjon P

EkstraherTilTall
FestKopiTilFelt
Gjenta

sec(x) cosec(x) cot(x)
asin(x) acos(x) atan(x)

asind(x) acosd(x) atand(x) Glider
atan2(y, X) HentTid
sinh(x) cosh(x) tanh(x) JusterVenstreOpp
sech(x) cosech(x) coth(x) KjarKlikkScript
asinh(x) acosh(x) atanh(x) KjerOppdateringsScript
i) gamma(x) gamma(a, x) gammaRegularized(a, x) Knappi ~
|
Oppgave 6.7

Lag en knapp som zoomer inn med en faktor lik 1,5

Oppgave 6.8
Skriv inn s = 1 i algebrafeltet. Lag en knapp som gker verdien til s med 1.

Tips: Det er lov & srive s =s + 1 i GeoGebra.

Merk: I GeoGebra 6.0 vil s automatisk bli satt til en glider med verdier mellom -5 og 5.
Dersom du klikker p& knappen mer enn fire ganger vil den ikke «virke» lenger, siden
s har nddd den maksimale verdien. Dette kan du endre ved & endre innstillingene til
glideren som vist pa figur 6.2.

Eksempel 6.4



6.4 Settinn en knapp 85

Tegn grafen til funksjonen f(x) = x* + x3 — 1 og lag en knapp som viser eller skjuler
grafens deriverte.

L@sning:

Vi skriver inn funksjonen i inntastingsfeltet og finner den deriverte ved a skrive inn
f' (x). Siden vi vil at knappen skal veksle mellom 4 vise og skjule den deriverte trenger
vi et vilkar som bestemmer nar den derivere skal vises og nar den ikke skal vises. En
mate & gjore dette pa er a lage den boolske variabelen a med verdi false. Vi gjgr dette
ved & skrive inn a=false i algebrafeltet. Velg sa Knapp [ og klikk i grafikkfelt 2 der
du gnsker a plassere knappen.

I vinduet som du da féar opp skriver du inn fglgende:

Knapp

Objekttekst:
(Vis/skjul grafen til f'(x) )

GeoGebra-Script:

Dersom(a == false, VelgVerdi(a, true), VelgVerdi(a, false))

Denne knappen vil na skifte a fra true (eller 1) til false (eller 0) (eller motsatt). For at
dette skal fa gnsket effekt ma vi nd hgyreklikke pa den deriverte, velge «Innstillinger»
0g «avansert»

L] GeoGebra klassisk
AL DBOD 4N e 5C Q
f(x) = x40 —1 N @ Basis Farge Stil
R Vis/skjul grafen til f '(x) Scripting

() = F/(x) Vilkér for at objektet skal vises.

Eksempel: a==3 A b>2
— 4 +3%

f 4 @
a = true : Dynamiske farger
3

Rod:

+1o0 e o[+

zaema x |l

Gronn:

Bla:

RGB % Slett
Diverse

Lag: 0%

Figur 6.8: Den deriverte blir vist kun dersom a er sann.

Oppgave 6.9
Lag en knapp som viser/skjuler navnet til et punkt A.
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Oppgave 6.10
Lag en knapp som gir et tilfeldig tall mellom 1 og 6.

Oppgave 6.11
Legg inn bildene fra https://tinyurl.com/terningbilder inn i grafikkfeltet og lag
en knapp som viser et tilfeldig bilde nar du klikker pa knappen.

Dersom du har laget en knapp med et GeoGebra-Script og sé senere gnsker a endre
pa GeoGebra-Scriptet, sa kan du gjgre dette ved & hgyreklikke pa knappen og velge
«egenskaper». I vinduet du da far opp finner du en flik med navnet «Scripting». Her kan
du redigere GeoGebra-Scriptet som vist pa figur 6.9.

GeoGebra klassisk

L [ ]
K] &~ 4> 00 4L N = Q =
O g =xir-1 A @ Basis Tekst Farge Sfil Posisjon Avansert X
[ Vis/skjul grafen til f '(x) | &
® f(x) =f(x) Ved Klikk Ved oppdatering Globalt JavaScript : :
— 4xX+3% ) ; @

f 4 Dersom(a == false, VelgVerdi(a, true), VelgVerdi(a, false))
O &
N
+

GeoGebra-Script ¥

: &
a = true :

| /

2

1
X s i , B /‘ﬁ
Q
3 Q

Figur 6.9: Du kan endre GeoGebra-Scriptet ved & hayre-klikke & knappen og velge fliken
«Scripting»

6.5 Eksempel pd animasjon

Vi avslutter dette kapitlet ved a vise et litt mer avansert eksempel hvor vi lager en
animasjon til et av bevisene til Pytagoras setning.

1. Lag et kvadrat ABCD ved & bruke verktgyet Regular mangegant .

2. Lag et punkt E pa AB.

3. Velg verktgyet Passer (- og klikk pa A og deretter pa E. Du far da en sirkel med
radius AE. Klikk pa B for & tegne sirkelen med sentrum i B. Klikk pa denne sirkelen
en gang og deretter pd C. Gjenta dette, men klikk pd D. Du far da noe som ser slik
ut:


https://tinyurl.com/terningbilder
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[ ] [ ] GeoGebra klassisk
B>~ 42 QO & X =@ Se Q =
@ ¢ Sme(C Radius(c) =N @ o : @&

— (x-6)2 + (y-6)* =2.69 e

e : Sirkel(D, Radius(d
) ( (d))

— X2+ (y-6) =269

v
ag

F = Skjaring(c, g, 1)
— (6, 1.64)

G = Skjaering(d. h, 1) : F

o
— (4.36, 6) F o
: A E B @

o

H = Skjaering(e, i, 1) ° =

— (0, 4.36) Q

4. Velg verktgyet Skjzring mellom to objekt > og klikk for & fa skjeeringspunkta F, G
og H som vist pa figuren over.

5. Skjul sirklene, enten ved & hgyrklikke pad dem og hak vek «Vis objekt» eller ved a
klikke pa kulen til venstre i algebrafeltet:

c : Sirkel(B, Linjestykke(A, E))

>—- (x- 6) + y* = 2.69
d : Sirkel(C, Radius(c))

— (x-6)2 4 (y-6) =269

@

O

Flytt litt pd E og se hva som skjer! Om du har gjort alt korrekt, skal punkta F, G og H
flytte seg tilsvarende i kvadratet.

6. Tegn né inn fplgende mangekanter, ved a bruke verktgyet Mangekant }» : AAEH,
ABFE, ACGF og ADHG.

e0ce GeoGebra klassisk
k)]s~ 2> 0O LN 2@ 5 Q=
o) A = Skjaring(xAkse, yAkse) =N D : N
- (0,0
B = Punkt(xAkse) > hZ > f2 ©
= Punkt(xAkse
@) ® .
— (6,0) 2H
Mangekantl = Mangekant(A, B, 4) : 94
o
— 36
e
f = Linjestykke(A, B, Mangekant1) 1 F Ll
(@)
—~ 6 o Q
H A B
E — Punkt(f) : Q

~ (162,0) ®

7. Lag en glider. Hak av for vinkel (1), velg Maks til & vaere 90° (2) og animasjonstrinn
lik 1° (3). Klikk p& pa fliken «Animasjon» (4) og velg animasjonsfarten til 4 vaere 3
og velg «= @kende (en gang)» (5). Se figur 6.10.
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Glider

Navn

o =45°
Tall

Intervall
Min:
0°

Maks:
90°

Vinkel Heltall

Glider Animasjon
Animasjonstrinn:

1

8

10.

11.

12.

Glider
Navn
a=45°
Tall ® Vinkel Heltall

Intervall Glider Animasjon o

Animasjonsfart:

-0

Gjenta:

0
m Avbryt

[ = Bkende (en gan )
L (en gang

avbrt

Figur 6.10: Noen tilpassninger av glideren

. Dersom AFCG heter t3 og AGDH heter t4 skriver du fglgende kommandoer i

algebrafeltet:

Roter(t3,a, F)
Roter(t4,—a, H)

Du vil da fa rotert disse to trekantene en vinkel a i henholdsvis positiv og negativ
retning. Merk at om du gjer en feil her, sé er det litt arbeid & endre opp feilen
etterpd, siden det er s mange objekter som blir laget. Har du for eksempel rotert
feil vei er det best a bare angre seg tilbake og preve igjen.

. Skjul t3 og t4 (altsa AFCG og AGDH).

Lag en knapp med navn Roter. Skriv inn fglgende skript pa denne knappen:
StartAnimasjon(a)
Nér du klikke pa denne knappen, vil glideren a starte.

Lag en ny knapp som du kaller «Nullstill». Skriv inn a@ = 0 som GeoGebra-script og
klikk «OKb».

Rydd opp i figuren ved a skjule navn pa objekter og ved & skjule passende linjestykker.
Skjul ogsa glideren a. Du har da fatt en animasjon som kan brukes i samtale om
hvorfor Pytagoras setning alltid gjelder ved & betrakte arealet til det hvite omradet
inne i kvadratet.

Nullstil

/




CAS i GeoGebra

CAS star for Computer Algebra System og er en betegnelse for programvare som
kan gjgre symbolske manipuleringer. Eksempler pé slike manipuleringer er a lgse
likninger med rotutdragning (eksakte verdier), faktorisering av polynomer, integrering
og derivering, beregning av summer osv.

I GeoGebra finner du CAS ved a velge CAS som «Oppsett»:

Pyttagoras-bok - GeoGebra

(] = v &y x= x=

1 Skrivinn...

I u

-1

-2

HEG )

B
/7

S5cQ

Rediger

¢ Oppsett

N

Ix

Graf
CAS

@ Geometri
4 3D-grafikk
#F Regneark

A\ Sannsynlighet

b
®

e
kS

(@ Hijelp og tilbakemelding

Provermodul
Vis
Innstillinger

Verktoy

Tor Espen Kristensen

Figur 7.1: Du kan velge oppsettet «CAS» under «Oppsett» pd menyknappen.

Du kan ogsé dpne CAS ved 4 velge det under «Vis» i menyknappen.

7.1 Verktgylinjen i CAS

I dette delkapittelet vil vi ta for oss knapp for knapp pa menylinjen:

E

—_=

v

15
3+5

() Ny x= x=

f.l'

|
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Det er ti CAS-spesifikke verktgy pa verktgylinjen. Det forste verktgyet er Regn ut = .
Med dette vertgyet blir uttrykk evaluert og regnet ut eksakt. Skriver du for eksempel
inn 1/2+1/3 og klikker sa pa = vil du fa % som svar. Tilsvarende vil du fa 0,8333 som
svar dersom du klikker pa Numerisk = . Klikker du pa Bruk inntasting + vil det ikke
bli gjort noe med uttrykket du har skrevet inn. I eksempelet med 1/2+1/3 vil vi fa % + %

som svar.

[ JOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra

= z3{55 () ™, x=x= f [ & : Q =

11 -
Z 4z X=
1 273 -
—»g e =
11
o 1.1
273
~ (.83 Cuum—
11
3 273

v 1+1_ v

Figur 7.2: Du far ulike output alt etter som hvilket verktgy som er valgt.

Merk at du kan enten skrive inn uttrykket og sa klikke pa ett av disse verktgyene
beskrevet over eller du kan aktivere verktgyet, skrive inn uttrykket og sa trykke enter.
Har du for eksempel aktivert Numerisk og skriver inn 4/7 vil du f& 0,57 som svar.

Neste verktgy pé verktgylinjen er Faktoriser . . Du kan bruke dette til & faktorisere
hele tall og algebraiske uttrykk.

[ NON J Pyttagoras-bok - GeoGebra
=|= v %)y x=x= f [ B Q =
1 63 -

Faktoriser: 32.7

2 261

Faktoriser: 3.5-.17
3 67

Faktoriser: 67

a ErPrimtall(67)
— true

5 |

Figur 7.3: Faktorisering av hele tall i GeoGebra. Legg merke til at 67 er et primtaill.

Det er verdt a ta med at verktgyet Faktoriser kun faktoriserer over de rasjonale tallene.
Neste eksempel viser hva som ligger i dette.

Eksempel 7.1
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Faktoriser polynomet x2 — 2.

L@sning:
Vi vet at svaret skal vaere (x — +/2)(x + +/2). Men siden +/2 ikke er et rasjonalt tall, sa
vil ikke verktgyet Faktoriser fa dette slik vi ofte gnsker det, som vist i rad 1.

[ JON | Pyttagoras-bok - GeoGebra
— —~ 15 7 _ . —— —
=l = v S U) yx=x= f [ B D) Q =
2_2 =
1 x 5 =Ix-
Faktoriser: x2 —2 4= 35

|Faktoriser (x2 — 2)

E-. (x=v2) (x+v2)

2

For & lgse dette mé vi bruke kommandoen IFaktoriser som vist pa rad 2. «I»-en i denne
kommandoen stér for Irrasjonal og fortelle GeoGebra at polynomet skal faktoriseres
over de reelle tallene (bade rasjonale og irrasjonale tall).

Gar vi ett hakk til hgyre pa verktgylinja finner vi verktgyet Utvid (1. Vi bruker dette til
4 be GeoGebra om & multiplisere ut parenteser etc.

Eksempel 7.2

Multipliser ut (a + b)°
L@sning:
Vi skriver inn (a+b)*5 og klikker pa «n:

[ XON ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
— _~ 15 7 _ — — —
== v 5[ | X=|[x= ! f [ D ()\ —

(a+b)® =Ix-

RegnUt: a®+5a*b+10a’b2+10a2b®+5ab? +b°

@Skriv inn...

Vi ser at

(a+b)P°=a°+5a*b+10a®>b2+10a® b3 +5a b*+b°

Neste verktgy er Sett inn *v,. Med dette kan du erstatte én eller flere variable med
andre variable eller tall.

Eksempel 7.3

Skriv inn formelen F = m-a i CAS finn a nér F = 12 og m = 55.
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L@sning:
Vi skriver inn F=mxa og klikker pa "y,. Vi far da opp et vindu der vi kan skrive inn de
gnskede substitusjonene:

[ JON ] e Pyttagoras-bok - GeoGebra

0 Sett inn - Rad 1

Gammelt Nytt

uttrykk uttrykk
F 12 6
a

55

Klikker vi pd [ = | far vi svaret 12 = 55a. Vi lgser denne likningen ved & bruke
verktgyet Lgs x=. Dette gjor du enkelt ved a sta i raden nedenfor (rad 2 pa bildet over)
og sa bare klikke pa x-. Da vil GeoGebra forsté at du gnsker & lgse likningen pé raden
over. Vi far a = % Dersom vi gnsker desimaltall trykker vi pd = og vi far desmialtall i
raden nedenfor automatisk.

[ JOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra

— 15 7 1y~ - .

=[=]v By == ) W se Q
F=ma Zlx-

ByttUt, F=12,m=55: 12 =55a
$1

e [aon2
(KN 3—55

3 $2
B=B- {a=0.22}

1

Helt til hgyre pa verktgylinja ligger det to verktgy: Derivert f ogIntegral | .For abruke
disse er det bare til & skrive inn et uttrykk og klikke pa verktgyet. Uttrykket du skriver inn
behgver ikke & vare et uttrykk i x, men dersom du skriver inn for eksempel a*b?, s& vil
GeoGebra derivere med hensyn pa a. Mer generelt, sa vil GeoGebra derivere/integrere
med hensyn pa den forste av varbiablene i lista x, y, 2, a, b, ...v, w som er uttrykket
inneholder.
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@ © Pyttagoras-bok - GeoGebra

7 — —_
(=)= v Sy x=x= ¢ | B o Q=
: a*h? ZIx

Derivert: 4 a3 b2
230
Derivert: 0 a3 8

h-p

1
Integral: 2 h? p+ca

Du kan da bruke vektgyet Los x= til & lgse ulikheter pd samme méte som lgsning av
likninger.

Eksempel 7.4
Lgs ulikheten x2 —x > 12

L@sning:
Skriv inn ulikheten i GeoGebra CAS og trykk pa x-. Vi ser at Igsningen er alle x slik at
{x <—-3,x > 4}. Detvil si alle x € («,—-3]U[4,—>).

[ NON ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
= = v S yxex= T B 50 Q=

1 x¥—x>12 =Ix-

Los: {x<—-3,x> 4}

Oppgave 7.1
Bruk CAS til 4 regne ut
12 b) V14— V16— 447 o Y2196

V9 V2++/3

Du kan regne ut kvadratrot enten ved a bruke kommandoen sqrt() eller ved & bruke
tastekombinasjonen Alt + r for & f4 v . Husk & bruke parenteser rundt alt du vil ta
kvadratroten av. Det ogsd ngdvendig & bruke parenteser nar vi skal skrive opp en brgk
der det er flere ledd i teller eller nevner.

Eksempel 7.5

Lgs likningssystemet
3x2+y=6
x—2y=0

L@sning:
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Vi lgser likningssystemet ved a skrive inn likningene over i hver sin rad i GeoGebra. Nar
det er gjort markerer vi radene og trykker pa Lgs x-, som vist pa figuren nedenfor.

) [ JOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
Dl.(lirnarke(rjef E] ~ v SNy x=x= f [ B D Q =
radene ved &
klikke i dette 134y =4 =lx
feltet — for - 3x+y=6
eksempel ved & x=2y =0
klikke og dra - x—2y=0
over mer @ {$1,%2}
markgren. Loe. {{x=—§,y=—§},{x=£,y=z}}
2 4 3 3

o

Figur 7.4: Lesing av likningssystem. Du md& markerer radene med likningene i og klikker
pd& verktgyknappen Las

Vi ser at systemet har to lgsninger, som vist pa rad 3.

@nsker du en geometrisk tolkning av lgsningene er det fint & klikke pé sirklene under
nummeret pa radene:

[ ) [ ] Pyttagoras-bok - GeoGebra
DI SICHSIPANIEIR Sc Q=
Klikkpﬁ eql:3xX+y=6 ZlIx- N
«kulene» for & fa - eql:34y=6
vist i e2ix—2y=0
grafikkfeltet det — eq2:x—2y=0 4
som Star i I1:= Los({eal. eq2}) f
radene. Merk at Punktliste: 11 := {<_;,_%), (g g)} ? - Q
lgsningene na Skrivinn... a_,
vises som punkt. I R 3 Sl ! \ 2 3 4 =
@8

Oppgave 7.2

a) Multipliser ut (a + b +¢)°>.
b) Finn de eksakte rgttene til likningen x> + 8x2 —2x —16=0

¢) Deriver funksjonen f(x) = x*In(x).
d) Finn integralet f x* - sin(2x)dx

Oppgave 7.3
Los ulikhetene

a) x2—4<0

b) 3* >4 )
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Oppgave 7.4
Lgs likningssystemet
x2+ y2 =10
x—y=2

7.2 CAS-kommandoer

Vi har sa langt sett hvordan vi kan bruke CAS-verktgyene til 4 utfgre ulike operasjoner
pa uttrykk. Dersom vi kikker godt etter, ser vi at til de fleste verktgyene har en tilhgrende
kommando. Nar vi utvidet (a + b)° ved & bruke Utvid ser vi at dette verktgyet kjgrer
kommandoen RegnUt.

[ JOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
=] = o= x= f @ S Q=
; (a+b)’ Zfx-
(RegnUt)a® +5a% b+ 102° b2 + 1022 6% + 5 a b* + b°
ESkriv inn...

Figur 7.5: Verktgyet Utvid kjgrer kommandoen RegnUt

I stedet for & bruke verktgyet Utvid kunne vi med andre ord kjgrt kommandoen RegnUt

direkte:
[ JON ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
S~ v e f S S Q =
RegnUt((a + b)5) “Ix-

— a®+5a*b+10a’b>+10a2b3+5ab*+b°

Figur 7.6: Du kan utvide parenteser ved & direkte bruke kommandoen RegnUt

Det fins godt over 100 slike kommandoer i GeoGebra og du finner dem alle pa nettsiden
http://wiki.geogebra.org/nb/CAS_Spesielle_kommandoer.

Eksempel 7.6

Faktoriser polynomet 2x3 + 3x2 —32x + 15.

L@sning:
Vi skriver inn IFaktoriser(2x*3+3x*2-32x+15) og trykker enter. Vi far at

2x3 +3x%2—=32x +15=(2x — 1)(x + 5)(x —3)


http://wiki.geogebra.org/nb/CAS_Spesielle_kommandoer
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Eksempel 7.7

Finn eventuelle topp- eller bunnpunkter til grafen til f (x) = xe*.

L@sning:
Vi kan definere en funksjon i CAS ved & skrive inn f(x) : =x*e*x

Husk bare at du ikke bruker en vanlig «e» nér du skal skrive inn dette uttrykket, men at
du trykker [Alt]+[ e | eller henter e fra det virtuelle tastaturet (se figur 7.7).

[ JOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra

(=]= v Sy x=x ¢ | B Sc Q

X
7 8 9 x +
4 5 6 + -
< > < > 1 2 3 = &
( ) I3l 0 < > «

Figur 7.7: Euler-tallet er en egen «e» | GeoGebra. Du kan enten hente det i det virtuelle
tastaturet eller bruke tastekombinasjonen +@

Nér vi definerer en funksjon i CAS, bruker vi kolon foran likhetstegnet (:=).

Nér funksjonen er definert kan vi skrive inn Lgs (f' (x)=0) og far x = —1 som svar. Det
neste vi vil gjore er a finne punktet pa grafen. Siden vi allerede har definert f (x) kan
vi na definere bunnpunktet ved & skrive B=(-1, f(-1)) i CAS og fa at bunnpunktet er

(—=1,—1/e).

[ XOX ) Pyttagoras-bok - GeoGebra
(=]= v sy x=x ¢ [ W S Q=
1 f(x):=x¢e Zix- 15 @&
® f(x) := xe* ‘ ‘
2 Los(f'(x) =0) 1

- {x=-1}

B:= (-1, f(-1)) 05 L
® - B:= (—1,—1> S

€ 75 3 2 1 0, 1 2
4 Skrivinn... 8
B=(-1,-0.37)05 -

B

Figur 7.8: Vi har funnet eksakte verdier med CAS.
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Merk at vi ikke kan bruke kommandoen Ekstremalpunkt i dette tilfellet om vi gnsker
eksakte verdier. Kommandoen Ekstremalpunkt kan enten brukes direkte pd polynomer
eller pa funksjoner generelt. I sist nevnte tilfellet ma vi oppgi en «start» og «slutt».
Det vil si at vi ma oppgi hvor vi gnsker a finne ekstremalpunktet (mellom «start»
og «slutt»). Da vil GeoGebra bruke numeriske metoder og vi far ikke et eksakt svar.

Oppgave 7.5
Lgs likningssystemet

2y —x*+2x=a
y—2x=3
For hvilke verdier har systemet
— én lgsning
— to lgsninger

— ingen lgsninger

Eksempel 7.8

La f vere en tredjegradsfunksjon som har tre nullpunkt a, b og c. La T vare tangenten

+b
tilfid= aT. Hva kan du si om denne tangenten?

L@sning:

Fgr vi gar i gang med selve lgsningen i CAS kan det veere en ide a utforske problemet litt.
Vi kan for eksempel se pa funksjonen f (x) = (x —1)(x — 3)(x —4). I dette tilfellet blir
d = 2 og vi kan tegne og finne tangenten ved & skrive inn kommandoen Tangent (2, f)
i algebrafeltet.

y

Ut fra denne figuren far vi en mistanke om at tangenten vil g& gjennom det tredje
nullpunktet. Vi gnsker derfor a bevise dette ved & bruke et CAS!

Det fgrste vi gjor er & definere funksjonen ved & skrive inn
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f(x):=(x-a) (x-b) (x-c)
Vi kan finne tangenten i (%b, f (%)) ved a bruke ettpunktsformelen. Men det enkleste

er nok & bruke kommandoen Tangent (<x-verdi>,<funksjon>).

Vi ser at tangenten g har x = ¢ som nullpunkt, akkurat som forventet!

[ JOX J Pyttagoras-bok - GeoGebra

B = v )N x=x= f [ B Q
f(x) == (x—a) (x—b) (x—¢) Zfx-

— f(x) := (—a+x) (—b+x) (—c+x)

g(x) := Tangent <i2b ,f)
2

. _ 1, 1, 1, 1, 1 1
g(x).—4ac 4ax+4bc 4bx 2abc+2abx
3 g(x)=0
Los: {x=c}

@Skriv inn...

Merk at vi har definert tangenten som en funksjon g i rad 2. Dette er et lurt triks, siden
vi ellers ville fatt tangenten som en linje. Det ville da veere vanskeligere & behandle
denne videre. Na kunne vi for eksempel enkelt lgse liknignen g(x) = 0. Vi kunne ogsa
bare ha regnet ut g(c) og sett av ti fikk O som svar.

Du kan referere til forrige output ved 4 skrive enten $ (for dynamisk output) eller #
(for statisk output). Tilsvarende kan du referere til output pa rad n ved & skrive $n (for
dynamisk output) og #n (for statisk output). Forskjellen pa disse to er at dersom du gar
inn og endrer pé en verdi slik at output pé rad n endres, sa vil du ogsa fa endring i raden
du skrev $n i mens du vil beholde den gamle verdien fra rad n dersom du skrev #n. P&
figuren nedenfor har vi skrevet inn #1*6 i rad 4. GeoGebra bytter automatisk ut #1
med tallet 5.

[ JON ] Pyttagoras-bok - GeoGebra

E] =¥ 31.55 () 7\D x= x= f J- .i q

1 144
- 5
2 §.2
- 10
3 $1-3
- 15
4 5.6
- 30

x
0



7.3

7.3.1

7.3 Differensiallikninger 99

Differensiallikninger

Ordincere differensiallikninger

Kommandoene under fungerer for de fleste likningene vi mgter i Matematikk R2:

LgsOde(<likning>)
LesOde(<likning>,<Punktpd grafen til f>)
LgsOde (<likning>,<Punktpa grafen til f>,<Punkt pa grafen til f'>)

Den fgrste gir den generelle lgsningen til en ordiner differensiallikning og de to andre
gir lgsning pa initialproblemer. Du kan skrive inn y' og y'' for henholdsvis fgrste-
og andrederiverte til y. GeoGebra kan ikke lgse differensiallikninger av hgyere orden
enn 2.

Eksempel 7.9

Lgs differensiallikningene y’ — y = x.

Losning:
Vi skriver inn kommandoen LgsODE(y ' -y=x) og far at y = —x + Ce* —1:

1 LgsODE(y —y = x)

- y=c e —x-—1

Eksempel 7.10

Lgs initialproblemet

y'—6y'+5y=x, y(0)=1o0gy'(0)=2

L@sning:
Her ser vi at punktet (0, 1) ligger pa grafen til funksjonen mens (0, 2) ligger pa grafen
til den deriverte. Vi skriver derfor inn:

LgsODE(y" — 6y’ + 5y = x, (0.1),(0.2))

— —1x+EeEx+le"+£
Y=5*T50 2 25

2 §1
= y=0.2x+0.26 e + 0.5 e* + 0.24

Viseraty =t x+ 8 eS*¥+1e¥+ 2.

I rad 2 har vi fatt svaret med desimaltall ved & trykke pd =~ .
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Oppgave 7.6
Lgs differensiallikningene

a)y'+y=0 b) y"+y=¢e* A y’'—y'+y=5

Oppgave 7.7
Lgs initialproblemet

y'+y=2 y(n)=1, y'(0)=2

Retningsdiagram

Du kan ogsé lage retningsdiagram i GeoGebra. Kommandoen vi da bruker er
Retningsdiagram[<f(x,y)>].

Denne vil tegne opp et retningsdiagram til differnsiallikningen y’ = f (x, y). Merk at
dette ikke er en CAS-spesifikk kommando, s& denne mé du skrive inn i algebrafeltet.
Retningsdiagram(xxy) vil gi retningsdiagrammet til differensiallikningen y’ = xy:

[ JOX ) GeoGebra klassisk
A o |[amz _ —
i
. . . . [}
@) Retningsdiagraml = Retningsdiagram(x y) W i @&
[
[}
+ Sl n. —
i
1
1"
T}
i
i
i1
A ’, 5‘
LA RIS Llll At
AR I A IR A NIk =S a A%
5 %77%57:4-:-3% T334 Y Nh o
1707 NN »@\ 1
.
vy
V
\O\
Yy
=
ra
i
i3] Retningsdiagram 1

Figur 7.9: Retningsdiagram fil differensiallikningen y’ = xy

Dersom du synes linjestykkene i diagrammet ligger for tett eller har feil lengde (for lan-
ge?) kan du endre dette ved & oppgi hvor mange linjer i x- og y-retning som skal tegnet
og hvor lange linjestykkene skal veere. Kommandoen Retningsdiagram(x*y, 20, 0.6)
gir kanskje et penere diagram?

Vi kan ogsa tegne inn integralkurver til slike diagrammer. Dersom vi gnsker & tegne inn
den integralkurven som gér gjennom punktet (2,2) kan vi bruke kommandoen

GeometriskSted(x*y, (2,2))

Se figur 7.10.
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o0 e GeoGebra klassisk
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o

i
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R e B e B |
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Figur 7.10: Retningsdiagram til differensiallikningen y’ = xy sammen med integralkurven

som gdr giennom (2,2).

/.4 Oppgaver

Oppgave 7.8
Bruk CAS til a forenkle uttrykkene:

x12-1
x4—x2+1

b) \/(x+1)3—xx/x+1

Oppgave 7.9
Finn de eksakte lgsningene til likningene

a) x> +x—2=0
b) x3+15x =2

Oppgave 7.10
Lgs likningene

a) x2+2x—3=0
b) e —eX+1=6

Oppgave 7.11
Lgs likningssystemet

XxX+y+3y/x+y=18
X—y—24/x—y =15

Oppgave 7.12
Bruk CAS til 4 faktorisere polynomene:

a) P(x)=2x*—7x%+x2+14x—10

b) Q(x)=x'?—-1
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De neste tre oppgavene er hentet fra utdanningsdirektoratets forslag til ny eksamens-
ordning for videregdende skole.

Oppgave 7.13 — 1T.

En funksjon f er gitt ved

2 3x 1
x(x—1) x x2—x

flx)=

Skriv funksjonsuttrykket sa enkelt som mulig, og bestem eventuelle vertikale og hori-
sontale asymptoter for grafen til f.

Oppgave 7.14 — S2.
I denne oppgaven skal du finne mgnstre og sammenhenger.

a) Det minste tallet som kan skrives som summen av to kubikktall pa to mater er 1729:
1729 =13 +n?
1729 =m® +(m+1)*

Bestem n og m.

b) Det eneste kubikktallet som skrives som summen av tre pafglgende kubikktall, er
63.
Bestem de tre kubikktallene ved & lgse en likning.

Oppgave 7.15 —R1.
Et rektangel er innskrevet i en sirkel med sentrum
i S og med radius 12.

a) Forklar at arealet av rektangelet er gitt ved 12 "/y
A(x) =4xV144—x2, x€(0,12) ol
S I_ X —
b) Bestem det st@rste arealet rektangelet har.

Kommenter formen pa rektangelet.

Oppgave 7.16

La f vaere en andregradsfunksjon og A og B to punkt pa grafen til f. Hvor ma et punkt
P ligge for at tangenten til grafen i P har samme stigningstall som linjen gjennom A og
B?

Oppgave 7.17
Grafen til funksjonen f gitt ved

f(x)=x3—9x2+21x—11

har tre tangenter som gar gjennom (0,0). Bestem likningene til disse tangentene.
Bestem ogsa koordinatene til tangeringspunktene.
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Oppgave 7.18
Finn likningen til vendetangenten til funksjonen f (x) = x* —ax + b.

Oppgave 7.19

Gitt en firkant ABCD som vist pa figuren til hgyre. Lengden
pa diagonalen BD er 8. Bruk CAS til & bestemme eksakt
lengdene av sidene i firkanten.

Oppgave 7.20

Gitt en tredjegradsfunksjon f. En linje { gar gjennom
vendepunktet V og skjaerer grafen til f i to andre punkt
A og B. Et punktet P ligger pa grafen til f slik at x-
koordinaten til P er lik x-koordinaten til midpunktet mel-
lomAogV.

Hva kan du si om tangenten til grafen til f i P?

Oppgave 7.21
Funksjonen f er gitt ved

fl)=x>—6x2+9x—1
a) Tegn grafen til f. Finn koordinatene til toppunktet og bunnpunktet.
b) Finn stigningstallet til linja ! gjennom toppunktet og bunnpunktet.

La m vere gjennomsnittet av x-koordinatene til toppunktet og bunnpunktet.

¢) Finn stigningstallet til tangenten til grafen til f i punktet (m, f (m)). Vis at forholdet
mellom stigningstallene til linjene [ og t er %

d) Kan du vise dette generelt?

Oppgave 7.22
Fermatprimtall er primtall pa formen F, = 2%" + 1.

a) Vis at F,, er primtall nar n er 1, 2, 3 og 4.
b) Vis at F, ikke er primtall nér n er 5, 6, 7, 8, 9 og 10.

I denne oppgaven kan du bruke kommandoen ErPrimtall(<tall>).

Oppgave 7.23
I denne oppgaven skal vi studere polynomet P(x) = x% — x + 41.

a) Undersgk om P(n) er primtall for n € {1,2,3,...,10}.

b) Finn minste naturlige tall n slik at P(n) ikke er et primtall.
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Oppgave 7.24
Grafen til en tredjegradsfunksjon f er symmetrisk y
om origo. Sammen med x-aksen danner grafen et
omrade A til hgyre for y-aksen. Linjen gjennom
det ene ekstremalpunktet deler A i to omrader A
0g A,.

Ay | Ay

Hva er forholdet mellom de to arealene?

Oppgave 7.25 — R1 Véren 2015.
Funksjonen g er gitt ved

3.2 _
g(x)=ax’—x%, Dy=R

Grafen til g har en tangent i punktet P(t, g(t)). Tangenten skjerer grafen til g i et annet
punkt Q. Se skissen nedenfor.

P(t,g(1))

a) Vis at tangenten har likningen

y =(3at?—2t)x + t> —2at®

b) Bruk CAS til & bestemme koordinatene til Q, uttrykt ved a og t.

Oppgave 7.26
Funksjonen f er gitt ved

f)=(x—1)(x—2)(x—3)(x—5)

Grafen til f har en tangent som tangerer grafen i to punkt pa grafen.

Bestem likningen til denne tangenten.

Oppgave 7.27

Grafen til en tredjegradsfunksjon f ligger symmetrisk om origo og har tre nullpunkt
x =—a, x =0 og x = a. Et parallellogram P har hjgrner i (—a,0), (a,0) og i topp- og
bunnpunktet til grafen.

Hva er forholdet mellom arealet av dette parallellogrammet og arealet til de to omradene
som er avgrenset av grafen til f og x-aksen?
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Oppgave 7.28
Funksjonene f, er gitt ved

fu(x)=a*-x*—a-x?>+1, der aeR

Vis at vendepunktene V, alle ligger pa en rett linje.
Bestem likningen for denne linjen.

Oppgave 7.29
Faktoriser x" — 1 for n = 1,2,...,10. Hva kan du si om koeffisientene til faktorene?
Gjelder dette generelt?

Herons formel

Dersom en trekant har sider a, b og c, sa er arealet til trekanten gitt ved

a+b+c

Areal = /s(s—a)(s—b)(s—c), der s= ;

Oppgave 7.30
Lagre Herons formel som en funksjon heron(a, b, c)

Regn ut arealet til en trekant med sider 1, 3 og 3.

For hvilke verdier av x fins det en trekant med sider x, x + 1 og x + 2

Oppgave 7.31
Vi skal i denne oppgaven bevise Herons formel.

a) Bruk cosinussetningen til 4 skrive cos?A uttrykt ved a, b og c.
b) Vis at

2 2 2\2
szAzl_(u)

2bc

¢) Bruk CAS til & bestem et uttrykk for Areal® uttrykt ved a, b og c.

d) Bruk CAS ti & vise at Herons formel gir samme areal som i c).



Grafikkfelt 3D

I GeoGebra kan du tegne og utforske tre-dimensjonale objekter. I tillegg til grafikkfeltet
har du ogsa Grafikkfelt 3D. Du dpner dette pa vanlig mate. Under «Vis» pa menyknappen
klikker du pa «Grafikkfelt 3D». Her kan du gjgre tilsvarende ting som i grafikkfeltet,
men med en ekstra dimensjon. Pa figuren nedenfor har vi for eksempel tegnet inn
grafen til funksjonen f(x,y) =1+ 3cos(2x% + 2y?) - e~ (),

Figur 8.1: En flate gitt ved likningen z = 1 + 3 cos(2x2 + 2y?2) - e " +%)

Nér du er i Grafikkfelt 3D har du fplgende verktgylinje:

B]a > bBed @ LN P

Figur 8.2: Verktgylinjen i GeoGebra 3D

Vi kan bruke disse verktgyene til & tegne punkt, linjer, linjestykker, mangekanter, sirkler,
kjegler, plan, pyramider, kuler etc. Dersom du skal tegne punkt i Grafikkfelt 3D kan du
velge punktverktgyet .* og klikke der du vil ha punktet. Du vil da fgrst fa tegnet opp
punktet i xy-planet. Dersom du vil endre pa «hgyden» til punktet méa du dra det opp.
Dersom du klikker en gang til pd punktet, sd kan du flytte det parallelt med xy-planet.
Klikker du enda engang kan du igjen flytte det opp eller ned parallelt med z-aksen. Se
figur 8.3.
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Figur 8.3: Skal du tfegne inn et punkt i Grafikkfelt 3D klikker du farst i xy-planet og deretter
endrer du hgyden (z-koordinaten) fil punktet.

Dersom du skal tegne inn et punkt med gitte koordinater er det enklest & skrive inn
punktet i algebrafeltet.

P4 samme mate som i det todimensjonale grafikkfeltet, sd kan du sette navn pa aksene.
Hoyreklikker du i Grafikkfelt 3D og velger £ Grafikkfelt 3D..., sa kan du velge hvilke
navnt du vil ha pa de ulike aksene.

eoe 3D-grafikk - GeoGebra
A | . =
Ble bbb d @4 Nt 0 °C %=
Multivariabel funksjon =N | A DD C 2 I =a |Basis | xAksST yAkse | 2Akse X
. Rutenett  Projeksjon *

sy : Grafikkfelt 3D
O a: z=cos(x) L Akser Vis x-akse 'S
+ | Skrivinn... Rutenett 2 Vis tall langs aksene A
Plan

| Bare i positiv retning
Verktoylinje for navigasjon

@, Forstorr eller forminsk » | Avstand:
Vis alle objekter Merke langs aksene: ||| %
Standard visning 4

2% Grafikkfelt 3D ... Navn pa aksen: x e

museklikk
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Verktay til tegning og konstruksjon av tre-dimensjonale objekter

Det fins flere nyttige verktgy for & lage tre-dimensjonale objekter. Ni av disse er gruppert
sammen pa verktgylinjen i samme gruppe som verktgyet Pyramide 4. . Tabellen nedenfor
gir en oversikt over noen av verktgyene.

.-‘-h ramide Velg eller lag en mangekant som skal vaere bunnen.
g g g
Velg deretter toppunktet.

S Prisme Velg en mangekant som skal utgjgre bunnen. Velg
deretter toppunktet.

& Ekstruder til pyramide Velg en mangekant/sirkel. Skriv deretter inn hgyden.

'd  Ekstruder til prisme Velg en mangekant/sirkel. Skriv deretter inn hgyden.
eller sylinder

VEN Kjegle Velg bunnpunkt, s& toppunkt og skriv inn radius.
E:J Sylinder Velg to punkt, skriv s& inn radius.
& Tetraeder Velg to punkt eller andre tilhgrende objekt.
:EI: Terning Velg to punkt eller andre tilhgrende objekt.
B Brettut Velg et polyeder.
) Skjaering mellom to Velg to overflater.
overflater
"'a, VinkelrettLinje3D Velg punkt og vinkelrett linje eller plan.
¢*  Plan gjennom tre Velg tre punkt.
punkt
' Vinkelrett plan Velg punkt og vinkelrett linje.
% Parallelt plan Velg punkt og parallelt plan
) Kule med sentrum Velg sentrum og deretter punkt pa kule.

gjennom punkt

Tabell 8.1: Noen nyttige verktay til tegning av tre-dimensjonale objekter.

Eksempel 8.1
Tegn en sylinder med radius 2 og hgyde 3.

L@sning:

Lag en sirkel med radius 2 i grafikkfeltet (det to-dimensjonale). Du far da ogsa tegnet en
sirkel i x y-planet i Grafikkfelt 3D. Klikk sa i Grafikkfelt 3D og velg verktgyet Ekstruder
til prisme eller sylinder '@ . Klikk sa pa sirkelen i Grafikkfelt 3D. Skriv inn hgyden i
vinduet som popper opp og klikk pa OK. Du far da tegnet opp sylinderen. Legg merke
til at vi har fatt laget en glider e i algebrafeltet. Dette er hgyden til sylinderen. Du kan
endre hgyden til sylinderen ved a dra i glideren.
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Bla Db dB®d@ 4L N P S5c Q =
A = Skjzering(xAk =/V Hi)acx i e (Jia@2cx i a
- (0.0)
o Sirkel(A,2)
— X +y' =4
e=3 H
o 5 — 50
f:Sylinder(c,e) !
— 37699
A |
+ o 7 f
"
o N Q
Q Q
Q o
a

Figur 8.4: Tegning av en sylinder. Vi har skjult aksene og endret farge til bld.

Oppgave 8.1
Tegn en kjegle hvor grunnflaten har radius 4 og hgyden er 4. Du kan bruke verktgyet
Ekstruder til pyramide 4 .

Oppgave 8.2
Lag et regulert tetraeder med sider 2. Du kan bruke verktgyet Tetraeder <.

Eksempel 8.2
En kule har sentrum i (2,0,—1) og har radius r = 3.

a) Tegn kulen i et koordinatsystem.
b) Bestem kulens volum.

c¢) Avgjer om punktene A(3,1,—2) eller B(2,3,—1) ligger pa kulens overflate.
L@sning:
a) For & tegne kula kan du ferst skrive inn koordinatene til S i algebrafeltet. Skriv inn
s=(2, 0, -1)

Velg deretter verktgyet Kule med sentrum og radius & og klikk pa punktet S. Du
far da opp et vindu hvor du skriver inn kulens radius:

Kule med sentrum og radius

Radius

3 ]
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Klikk pa OK og kulen blir tegnet opp. Dersom du vil ~ * » asc
endre litt pa plasseringen av koordinatsystem, kan
du gjore dette ved & velge passende verktgy pa verk-
tgylinjen. Alternativt kan du holde Shift-knappen & Forson

inne mens du holder venstsre museknapp inne og & Formirax

drar rundt x y-planet. Ctrl + venstre museknapp

(eller hgyreklikk) vil rotere rundt z-aksen. P4 figur 8.5 har ser du en tegning av
kulen. Legg merke til at vi ogsa har fatt kulens likning med pa kjgpet.

={’> Roter 3D-plott

<> Fiytt grafikkfeltet <9

o0 e GeoGebra klassisk

N A S D>PB e A @ 4L N P SC Q=
O s=@o-1 =N =N
) a: Kule(S,3) :
— (x-22+y 4+ (z+1)2=9
+ Skriv inn.
f
[0}
Q
@&

Figur 8.5: Kule med sentrum i 5(2,0,—1) og radius 2.

b) Du kan bruke verktgyet Volum 734 til & bestemme kulens volum. Dette finner du i
samme kategori som vinkelmalingsverktgyet ... Velger du dette og deretter klikker
pa kulen, vil du se at volumet er ca 113,10. Men i dette tilfellet er det kanskje bedre
a bruke formelen for volumet av en kule:

V= ﬂan =367
3

c¢) Du kan avgjgre om punktene A og B ligger pa kulens overflate ved a finne avstanden
fra punktene til S. Skriv fgrst inn punktene i algebrafeltet:

A=(3, 1, -2)
B=(2, 3, -1)
Du kan na enten male avstanden ved & bruke verktgyet Avstand eller lengde 7* og

sd klikke pé A og deretter pa S. Du far da at avstanden er ca 1,73. Dette er mindre
en radiusen, sa derfor ligger ikke A pa kulens overflate.

Du kunne ogsa gitt kommandoen AS=Avstand[A, S] og fatt at AS =1,73

Tilsvarende finner du at avstanden fra B til S er 3, som er det samme som radiusen.
Vi kan derfor konkludere med at B ligger pa kulens overflate.

N3& kunne det tenkes at vi blir litt lurt her. Det kunne vere at avstanden mellom
B og S er for eksempel 3,0001 og ikke eksakt lik 3. For & veere helt sikker, kan vi
bruke kommandoen
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ErIOmradet(<punkt>, <omrade>)

i algebrafeltet eller i CAS. I dette tilfellet far vi at ErIOmradet((3,1,-2), a) gir
false mens ErIOmradet((2,3,-1), a) gir true.

[ 2K ] GeoGebra klassisk
Ble s bdB®h LN
S=(20-1) =N

a: Kule(S, 3)

o

— (-2 Hy (1 =0

o

A=(31-2)

o

B=(23-1)

b = ErlOmradet(A,a)

— false

¢ = ErlOmradet(B, a)

— true
=

Figur 8.6: Punktet A ligger ikke pd kuleflaten, mens punktet B ligger pd kuleflaten. Merk
at kuleflaten har fatt navnet a.

8.3 Flater

Eksempel 8.3
Et plan p gér gjennom punktene A(1,—1,1), B(4,2,2) og C(—2,3,4).

a) Bestem likningen til planet.

b) Bestem avstanden mellom planet og punktet Q(3,—3, 3).
L@sning:

a) Skriv inn punktene i algebrafeltet og velg verktgyet Plan gjennom tre punkt <.
Klikk pa de tre punktene. Da far du tegnet planet p og du kan lese av likningen for
planet i algebrafeltet. Planet har likning

5x—12y +21z =38

b) For & bestemme avstanden mellom p og planet dpner du CAS-vinduet og skriver
inn kommandoen Avstand((3,-3,3), p) som vist pa figuren nedenfor. Da finner
du at avstanden er %V610 ~ 3,08.
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o0 e GeoGebra klassisk
kA~ D> PB® A O LN P Sc Q=
O A=(L-11) EN J Avstand((3,—3.3),p) E - :—A
. 35, V610
O B=(422 : 305
.2 081 6
O c=(239 : _ 3.08 . 5
. 3 Skrivinn...
o p:Plan(A,B,C) .‘;“ 2A .
— Bx- 12y 4+ 21z = 38 6:.’.0 204__:___;___;
s _.8_-—03———04‘""'2'0:‘-*-—.— 1
+ Skriv inn.. ,21.4;‘
| Q
vy
Q
8

Figur 8.7: Et plan gjennom fre punkt og avstanden fra planet fil punktet (3, -3, 3)

Eksempel 8.4

Et plan har likningen 2x —y + 2 =3 og en kule x? + y2 +22—2x +4y +5=4
a) Tegn planet og kulen i et koordinatsystem.
b) Kulen skjeerer planet i en sirkel. Bestem radiusen til denne sirkelen.

L@sning:

a) Du far tegnet inn de to flatene ved a skrive dem inn i algebrafeltet. Se figuren
nedenfor.

b) Velg verktgyet Skjzring mellom to overflater ¥ og klikk pa kulen og pa flaten. Du far
da opp et kjeglesnitt c. Vi ser at dette sirkelen har sentrum i 5(0,667,—1,833,—0,167)
ut fra parameterframstillingen. Vi kan ogsa finne dette ved & bruke kommandoen

Sentrum(c). Vi finner radius til sirkelen ved & bruke kommandoen Radius(c). Vi
ser at radiusen er ca 1,958.

ece GeoGebra klassisk
ka7 >0 LN 2 5o Q
Bl A 2% & = =N

(@] eql: 2x—y+z=3
O ety +72-2+4y+5=4

c : SkjeeringBaner(eql, eq2)
(@)
— X = (0.667, -1.833, -0.167) + (0.876

f
A = Sentrum(c)
(@)
— (0.667, -1.833, -0.167)
: Q
a = Radius(c) °
— 1.958
fA

Figur 8.8: Du kan finne radius og sentrum til en sirkelen som er skjceringskurven mellom
kulen og planet
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8.4 Vise plani2bD

Du far en fin visualisering skjeeringskurven mellom planet og kulen i eksempel 8.4
ved a hgyreklikke pa planet og velge «Vis eql i 2D»:

-

Plan eq1

idet form
®*. Vis objekt
A~ Vis navn
~ & Vis spor
{[a Gi nytt navn
& Slett

1% Innstillinger 4
1

Figur 8.9: Du kan f& et eget grafikkfelt som viser det som ligger i planet eq1l.

Du far da opp et eget grafikkfelt som viser alle objektene som ligger i dette planet.

[ ] @® GeoGebra klassisk

DB C N - IP AN Se Q
[E] A% & =N BN

O eql: 2x—y+z=3

O ety +7-2x+4y+5=4

c : SkjeeringBaner(eql, eq2)
(©)
— X = (0.667, -1.833, -0.167) + (0.876 ¢

A = Sentrum(c)

(@) '3
— (0.667, -1.833, -0.167)
a = Radius(c) &
i) — 1.958 a
Eksempel 8.5

A vise et plan i 2D kan vzre nyttig ndr vi skal studere kjeglesnitt. Vi kan f& tegnet opp
en kjegle ved & skrive inn i algebrafeltet:

a=UendeligKjegle((0,0,0), (0, 0, 1), 45°]



114 Kapittel 8. GeoGebra 3D

Vi tegner sa inn tre punkt og finner planet gjennom disse. Vi kan for eksempel se pa
planet gjennom A(1,1,1), B(1,—1,2) og C(—1,—1,1). Vi skriver inn disse punktene
i algebrafeltet og gir kommandoen p=Plan(A, B,C). Vi far da et plan som snitter
kjeglen i en kurve. Bruke vi s verktgyet Skjering mellom to overflater # kan vi finne
skjeeringskurven mellom kjeglen og planet. Hpyrklikker vi nd pa planet og velger «Vis p
i 2D» fér vi opp «Grafikkfelt for plan p» som viser de tre punktene og snittet mellom de
to overflatene. Vi ser at det er en ellipse i dette tilfellet. Se figur 8.10.

o0 e GeoGebra klassisk

R]A DB ®h @ LN S5 Q=
o ° UendeligKjegle((0,0,0), (0,0,1),45°)  =/V/ D f DCix i e
— X2 +y2-122=0
O A=-@11)
O B=(-12
O c=@1,11)
@ PiPmAEO
— X-y-2z=-2
@ i SiringBaner(p,2)
— X =(1,-1,2) + (1.414 cos(t) - 1 sin(t), -1.¢
+ | Skrivinn
"
Q
@ Q

Figur 8.10: Et kjeglesnitt.

Oppgave 8.3
Gjgr tilsvarende som over, men med punktene

a) A(O’ _43 O)) B(6’ 8, O) Og C(4’ 45 4)

b) A(4: 0; O), B(Z) 3: 2) 0og C(_27 0: 6)

Eksempel 8.6

Gitt en kjegle med radius 3 og hgyde 4. Tegn en innskrevet kule som tangerer bunnen
og sideflaten i kjeglen.

L@sning:

Tegn forst opp kjeglen ved & tegne en sirkel med radius 3 og sentrum i (0, 0) i xy-planet.
Tegn derretter kjeglen ved & bruke verktgyet Ekstruder til pyramide 14 . Skriv sd inn
x = 0 i algebrafeltet for a fa tegnet inn yz-planet. Kulen vil snitte dette planet i en
sirkel. Denne ma vere den innskrevne sirkelen til trekanten som er snittet mellom
planet og kjeglen. Finn fgrst skjeeringen mellom planet og kjeglen. Dette blir da en
likebeinet trekant. Vi konstruerer sentrum S til denne sirkelen i Grafikkfelt for plan eq1.
Dette gjor vi ved a finne halveringslinjene til vinklene som sidekantene danner. Disse
maé skjeere hverandre i sentrum til den innskrevne sirkelen. Til slutt tegner vi kulen ved
a bruke verktgyet Kule med sentrum gjennom punkt 3. Se figur 8.11.
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Rld > PB®h O LN P

o " Skjzering(xAkse, yAkse) =N

= (0.0)

c: Sirkel(A, 3)
@
— X +y=9

e=4 :
5 — 5 ®
f: Kiegle(c,e)

— 37.699
O  eql:x=0

d - SkjzeringBaner(eql, f)
— X =1(0,0,4) +A(0,1,£1.333)

@ e

GeoGebra Klassisk

U
0
I

Figur 8.11: En innskrevet kule i en kjegle. Kulen tangerer bunnen i kjieglen.

8.5 Omdreiingslegemer

Vi kan ogsa illustrere omreiingslegemer i GeoGebra 3D.

Eksempel 8.7

Tegn grafen til funksjonen f gitt ved

f(x)=2\/§-e_§, x €[0,4]

ved 4 skrive inn i algebrafeltet f(x)=+/X*e*(-x/3), 0<=x<=4.Lag en glider a. Velg
Vinkel med grader mellom 0° og 360° og animasjonstrinn lik 1°. Skrivinn kommandoene

Overflate(f,a ).

Du vil da fa illustrert hva som skjer nar du roterer grafen rundt x-aksen. For & fa det
riktig sa pent vil vi anbefale & la y-aksen vaere vertikal. Dette far du til ved & hoyreklikke
i Grafikkfelt 3D, velge «Innstillinger» og sa hake av for y-akse er vertikal. Se figur 8.12.

[ ] ® GeoGebra klassisk
A \ se AN =
o~ > dBed@LN wf oc Q =
O fx) = 2 \/;e’é‘ ©<x<4) EN [:] i D C :_A Basis xAkse yAkse zAkse Rutenett X
Projeksjon
a=359° : ¢ e o
ser
0°  —l)  360° ® IS
R Vis akser N
a = Overflate(f, a, xAkse) : 2 y-aksen er vertikal
O u Tekststil langs aksene: Serif Feit skrift
_, | Dersom(0<u<4.2Vue™) cos( ~ Kursiv
Dersom(0 < u < 4,2 /u e™%) sin(* —_ Akser med farger
+ Skriv inn 2 Navigasjonsmeny for trinnene i fremgangsmaten

I}

Vis

v Avspillingsknapp

v Knapp som &pner forklaringen av
fremgangsmaten

Diverse

Bakgrunnsfarge:

Bruk lyssetting

Figur 8.12: En pen illustrasjon av et omdreiingslegeme. Hak av for y-akse er vertikal under
«Innstillinger» til Grafikkfelt 3D. Merk at vi ogs& har satt navn pé& aksene. Dette
gjgres pd samme mdte som i det vanlige grafikkfeltet.
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Selve volumet ma du regne ut ved for eksempel & bruke CAS:

:IJ(_

1 Vi = .|ntegra|(f2,0>4)
= 21.071

v
4

. [(2 /X e 1)
a

1
— (—33- 3—,e_8+9)
Figur 8.13: Volum regnet ut i CAS. Siden funksjonen er definert med begrenset definisjons-
mengde, fér vi ikke eksakt verdiirad 1. Dersom vi gnsker eksakt verdi maé vi
bruke en funksjon som ikke har en slik begrensning, som vist pé rad 2.

8.6 Oppgaver

Oppgave 8.4 — Bassert pd eksamen 10. arstrinn V11.
En lett motorsykkel har en motorsylinder med innvendig volum pa maksimalt 125,0 cm>.

d = 52,0 mm

g
h =57,8 mm

a) Lag en tegning av sylingeren i GeoGebra 3D. Hva er volumet av sylinderen?

Etter en skade i motoren trenger sylinderen reparasjon. Verkstedet gnsker & utvide
diameteren, men volumet av motorsylinderen skal fortsatt vaere maksimalt 125,0 cm®.

b) Bruke GeoGebra 3D til & illustrere hvordan volumet endres nar diameteren endres
Hva er den maksimale diameteren sylinderen kan fa?
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Oppgave 8.5 — 10. trinn V14.
Lag en 3D-modell i GeoGebra av svgmmebassenget:

250m

Oppgave 8.6
En apen boks er laget ved a klippe bort hjgrner med side x i et kvadrat med side 28 cm
som vist pa figuren nedenfor.

a) Hvor langt inn m4 vi klippe for at volumet skal bli 1 dm®?

b) Lag en modell av esken i GeoGebra 3D som du kan bruke til & vise hvordan volumet
endres nar x endres.

¢) Hva er det stgrste volumet vi kan lage?

Tips: se om du kan lage noe som vist her: https://ggbm.at/vtnhb3yz

N -

X pb——— 28-2x —x

Oppgave 8.7
a) Tegn et reguleert tetraeder med sider lik 3.

b) Konstruer den innskrevne kulen i tetraederet.
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Oppgave 8.8

a) Konstruer fire kuleflater med lik radius og som tangerer hverandre.

b) Konstruer fem kulefalter slik at fire av kulene ligger parallelt, som vist pa figuren.

Oppgave 8.9
En juicekartong skal romme 1 liter juice. Hvordan bgr kartongen utformes dersom
kartongens overflate skal veere minst mulig?

Oppgave 8.10
I en kjegle har bunnen radius lik R og hgyden er H. En sylinder med radius r og hgyde
h er innskrevet i kjeglen.

Hvor stor ma r veere i forhold til R for at volumet av sylinderen skal veere stgrst mulig?

Lgs forst problemet med konkrete tall. Lag et arbeidsark som du kan bruke til & utforske
problemet.

Lgs oppgaven symbolsk i GeoGebra CAS.

Oppgave 8.11

En terning har sider med lengde 4. Hva er den korteste avstanden fra et hjgrne til hjgrnet
pa motsatt side av terningen? Illustrer lgsningen ved a tegne terningen i GeoGebra og
bruk verktgyet BrettUt &
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Oppgave 8.12
Lag en animasjon som illustrerer volumet til vanntanken i oppgave 4, del 2 pa eksamen
for S1 Hgsten 2014.

Se http://ggbtu.be/m3169163

Oppgave 8.13
Punktene A(1,1,2), B(0,—2,3), C(4,4,5) og P(7,—2,3) er gitt.

a) Bestem likningen for planet som gar gjennom A, B og C.

b) Bestem avstanden fra P til planet.
De fire punktene danner en pyramide.

¢) Bestem volumet av pyramiden.

Oppgave 8.14
Tegn fplgende overflater i GeoGebra

x = (3 +cosu)cosv
a) { y=(3+cosu)sinv ,deru,ve[0,2r]

z =sinu

x =(3+vcos0,5u)cosu
b) { y =(3+vcos0,5u)sinu , derue[0,2n]ogve[—1,1]

z =vsin0,5u

Tips: Bruk kommandoen Overflate.

Oppgave 8.15
To plan a og B er gitt ved

a:x+2y+z=3 og P:2x+3z=3

a) Vis at A(1,—1,4) ligger i a.
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b) Konstruer en kuleflate som tangerer a i A og 8 i et punkt B. Hva er koordinatene
til B? Er B entydig bestemt?

Oppgave 8.16
Et plan har likningen x + 2y + 3z = 3 og en kule x? + y? + 22— 2x —4y =20

a) Tegn planet og kulen i et koordinatsystem.
b) Kulen skjeerer planet i en sirkel. Bestem radiusen til denne sirkelen.

Oppgave 8.17
To kuleflater K; og K, er gitt ved

K;: x> +y*+22=16
K2:x2+y2+2y+z2+4z=20

a) Bestem sentrum og radius til de to kuleflatene.
b) Vis at kuleflatene skjerer hverandre langs en sirkel.
¢) Bestem sentrum og radius til denne sirkelen.

Oppgave 8.18
a) Tegn et seks-sidet prisme med sidelengder lik 3 og hgyde lik 4.

b) Konstruer en kule som tangerer sidene og bunnen i prismet.

c¢) Konstruer en pyramide med grunnflate lik toppen av prismet og med hgyde slik at
pyramiden tangerer kulen.

7 X

)

Oppgave 8.19
Tegn en pyramide med kvadratisk grunnflate med side 2 og med hgyde 4. Konstruer en

innskrevet kule i pyramiden.
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Oppgave 8.20

Lag en sylinder med radius 2 og hgyde 5. Lag en glider a som kan variere mellom 0 og
5 og lag en sylinder med samme grunnflate som den fgrste, men med hgyde a. Velg
passende farger slik at det ser ut som et glass fylt med vann.

Oppgave 8.21 — Eksamen REA3024 Matematikk R2 Vdren 2012 - Udir.
I et koordinatsystem er det gitt et punkt P(5,—1,4) og et plan

a: 2x—2y+z+2=0
Punktene A(0,0,4), B(2,0,0) og C(1,1,4) ligger i et plan f3.
a) Bestem likningen for 3, og forklar at a || 3.

b) Regn ut avstanden mellom planene a og 3.

Planene a og f3 er begge tangentplan til en kule. Sentrum S i kula og de to tangerings-
punktene D og E ligger pa en rett linje [ gjennom P. Se figuren nedenfor.

c) Sett opp en parameterframstilling for [.
d) Bestem koordinatene til D og E.

e) Bestem likningen til kula.
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Oppgave 8.22 — Eksamen REA3024 Matematikk R2 Hasten 2014 - Udir.
Et plan a er gitt ved likningen

2x+y—22+3=0

a) Bestem likningen for den kuleflaten som har sentrum i punktet S(11,2,—6) og som
har a som tangeringsplan.

b) Bestem koordinatene til tangeringspunktet mellom kuleflaten og planet a.

Et plan f er gitt ved
2x+y—2x=0

Dette planet skjerer kuleflaten langs en sirkel.

¢) Bestem radien i denne sirkelen.
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Folger/Lister

Det er ganske mye du kan fa til i GeoGebra ved a bruke fglger. En fglge er i GeoGebra
en liste definert ut fra en eksplisitt formel. Du lager en fglge ved & skrive kommandoen

Folge(<Uttykk>,<Variabel>,<Fra>,<Til>,<Trinnlengde>)

Dersom du ikke oppgir trinnlengde blir den satt til 1. Vi illustrerer dette med noen
eksempler. Vi skal senere bruke fglger til & simulere statistiske forsgk.

Tabell 9.1 side 127 viser en oversikt over de viktigste kommandoene.

Eksempler

Eksempel 9.1

Lag en liste over de 10 forste oddetallene. Lag ogsa en fplge der element nummer n er
summen av de n fgrste oddetallene.

L@sning:
Vi skriver inn kommandoen Fglge(2n-1, n, 1, 10). Her er det med andre ord n som
varierer fra 1 til 10, og den eksplisitte formelen er 2n— 1.

Vi fér folgende liste:
=1, 3, 5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19}

For & finne summene av de k forste elementene i denne fplgen, bruker vi kommandoen
Sum(l1, k). Dersom du vil finne summen av alle elementene i en liste skriver du
Sum(l1).

I vart eksempel skriver vi derfor inn Fglge (Sum(l1, k), k, 1, 10). Vi far da listen

{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

Eksempel 9.2

En fplge er definert ved at a; = 1 og a,,; = 3a, — 1. Lag en liste over de 10 fgrste
elementene.

L@sning:
Vi har her en rekursiv formel for fplgen. Vi bruker da kommandoen

IterasjonListe(<Funksjon>, <Start>, <Antall iterasjoner>)
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I dette eksempelet skriver vi derfor inn IterasjonListe[3x-1, 1, 10). Merk at vi
maé bruke x som variabel her.

Oppgave 9.1
Lag en liste bestdende av de 100 forste kvadrattallene.

Eksempel 9.3

Vi skal i dette eksempelet simulere n terningkast, der n er et tall som skal variere pé en
glider.

a) Velg verktgyet Glider > og klikk i grafikkfeltet der du gnsker & plassere glideren. I
vinduet som da kommer opp kaller du glideren for n, velger «Min» til & veere 1 og
«Maks» til 500. Sett «Animasjonstrinn» til & veere 1. Se figur 9.1.

Glider
Navn
n=1
Tall Vinkel @ Heltall
Intervall Glider Animasjon
Min: Maks: Animasjonstrinn:

[ 1 500 1 ]

Figur 9.1: Glideren n kan varieres fra n = 1 fil n = 500.

b) Skrivinn L=Fglge(TilfeldigMellom(1, 6), i, 1, n) ialgebrafeltet. Du far da
en liste med n tilfeldige tall mellom 1 og 6.

c¢) Skriv inn tallene fra 1 til 6 i cellene A1 til A6 i regnearket.

d) Skrivinn TellDersom(x == A1, L) iBl, og autokopier denne formelen ned til og
med celle B6. (To likhetstegn betyr at GeoGebra skal teste om noe er likt). Vi har
na laget en frekvenstabell over alle kastene.

e) Det kan veaere gunstig & regne ut relativ frekvens slik at radhgydene ikke varierer
for mye nar vi gker n. I C1 skriver vi derfor =B1/n og autokopierer denne formelen
ned til og med C6.

f) Skriv inn Seylediagram({1, 2, 3, 4, 5, 6},C1:C6) i algebrafeltet. Du vil da
fa et sgyeldiagram som viser relativ frekvens til antall gyne pa terningene.

)
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Snorkunst i GeoGebra

Det er ikke kun tallflger vi kan jobbe med i GeoGebra, noe fglgende eksempel viser.
For & lage en fin «snorkunst» skriv vi i algebrafeltet:
Folge((0,k/10), k, 1, 10) og Felge((k/10,0),k,1,10)
Vi far vil da fé to lister 11 og 12 med punkt. Skriv deretter inn
Foelge(Linjestykke(Element(l1,1i),Element(12,11-1)),1i,1,10)
Vi far da en fglge med 10 linjestykker som til sammen utgjor en noksa estetisk figur!

Vi vil na ta dette et steg videre. Kanskje 10 linjestykker var litt i det minste laget? Vi vil
derfor lage m linjestykker, der m varierer langs en glider. Her er hva vi ma gjore:

— Lag en glider m som varierer mellom 1 og 100 og med animasjonstrinn 1.

—  Skriv inn kommandoene
L=Fglge((@,k/m), k, 1, m),
M=Fglge((k/m,@), k, 1, m) og
Felge(Linjestykke(Element(L, i), Element(M, m+1-i)), i, 1, m)

— Na kan du variere glideren m for a endre antall linjestykker.

Oppgave 9.2

Tegn en sirkel med radius 1 og sentrum i origo ved skrive inn likningen for sirkelen,
x? + y? = 1, i algebrafeltet. Del sirkelen i m like store deler, der m er en glider som
varierer fra 1 til 30. (Se figur 9.2)

Tips: Du kan fé glede av kommandoen Roter (<Objekt>,<Vinkel>,<Punkt>).
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=13

3

®

Figur 9.2: Her er m= 13 punkt fordelt likt ut over en sirkel.

Oppgave 9.3
Se om du klarer a lage fglgende linjedesign:

£
25\
72553\

N

J/ 7755252
(7

Tips: Du kan fa glede av kommandoen Punkt/<Punkt>,<Vektor>). Med denne kan
du tegne inn m punkt langs en vektor # ved a skrive inn

Foelge(Punkt(A, k/m*u), k, 1, m).

I tabell 9.1 finner du en oversikt over de viktigste kommandoene du kan bruke pa lister.
Du finner en komplett liste under Hjelp for inntasting (under kategorien «Liste»).
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Kommando Forklaring

Min(<Liste>) Gir det minste elementet i listen
Maks(<Liste>) Gir det stgrste elementet i listen
Folge(<Uttrykk>, <Variabel>,<Fra>,<Til>) Gir ei liste av objekter som blir

laget ved & anvende det gitte
uttrykket i den gitt variabel fra et
tall til et annet.

Fplge(<Uttrykk>,<Variabel>,<Fra>,<Til>,t) Samme som over, men oppgir i
tillegg hva trinnlengden ¢ skal
veare.

Sum(<Liste>) Beregner summen av alle

elementene i lista.

Sum(<Liste>,<Antall elementer n>) Beregner summen av de fgrste n
elementene i lista.

Element(<Liste>,<Posisjonen til elementet>) Gir det n-te elementet i lista

TellDersom(<Vilkar>,<Liste>) Teller antall elementer i lista som
tilfredsstiller vilkaret.

IterasjonListe(f(x), a, m) Gir ei liste med m elementer der
det fgrste elementet a; er a, det
andre er a, er f(a;). Mer
generelt er a,.; = f(a,).

Lengde(<Liste>) Gir lengden pa lista, dvs. antall
elementer.
Sorter(<Liste>) Sorterer ei liste av tall,

tekstobjekter eller punkter.

BrukDersom(<Vilkar>,<Liste>) Lager ei ny liste som bare
inneholder elementene i den
opprinnelige lista som oppfyller
vilkaret.

Tabell 9.1: Ulike kommandoer pa lister

Oppgaver

Oppgave 9.4
Lag en liste over de 50 forste oddetallene. Kan du gjgre det pa mer enn én maéte?

Oppgave 9.5
Lag en liste over de 50 forste kvadrattallene. Kan du gjore det pd mer enn én mate?

Oppgave 9.6
Bruk fplge-kommandoen til & lage 11 punkt pa x-aksen som vist nedenfor.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Oppgave 9.7
Lag en liste over alle primtall mindre enn 500. Hva er primtall nummer 30? Hvor mange
primtall er det under 500?

Oppgave 9.8
Lag en liste L bestdende av elevene i en av gruppene dine. Bruk kommandoen Utvalg
til & velge 5 tilfeldige elever fra gruppen.

Oppgave 9.9
Lag en liste bestdende av n punkt pé linjen y = x som vist pa figuren nedenfor. Her
skal n vaere en glider med heltallige verdier.

A
y n==6
6T °]
——
5 (6]
4T (©]
37 e
27 (6]
1 (6]
X
O t >
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Oppgave 9.10
Lag fplgende figur ved & bruke Fplge-kommandoen:

Oppgave 9.11
Lag «snorkunst» som vist pa figuren nedenfor.
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I
i
!
784

A A A AVAVAVAWAVAWAWAWA VA YA T
== e

Oppgave 9.12
Simuler 100 kast med en terning. Representer resultatet grafisk ved hjelp av et sgyle-
diagram.

Oppgave 9.13

Lag en simulering der du kaster 1000 punkt tilfeldig ut i et kvadrat med sider lik 10.
Du kan bruke kommandoen random() til dette.
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Oppgave 9.14
Vi kan Igse en del likninger ved hjelp av iterasjoner. Anta at vi kan skrive likningen pé
formen

x = f(x)

Vi kan da definere fglgen a, ved a,, = f (a,_;). Dersom denne konvergerer, sa ma den
konvergere mot en av lgsningene til likningen x = f (x) (avhengig av hvilken verdi vi

gir a;).

a) Hvilken likning lgses med kommandoen IterasjonListe[cos(x), 1,100]?
b) Lgs likningen e*~2 — x = 0 ved hjelp av iterasjoner.

Oppgave 9.15
Vi kan lgse en del likninger ved a bruke Newtons metod. Dersom vi skal lgse likningen
f(x) =0, sa definerer vi fglgen

f(x;)

L

Kommandoen IterasjonListe vil da kunne gi oss en liste med stadig bedre lgsninger.
Her ma vi velge en startverdi.

Bruk Newtons metode til & lgse likningen e* = 3.



10.1

‘ Pl N

Egne verkioy i GeoGebra

Dersom det er en type konstruksjon som du skal gjgre mange ganger, kan det veaere en
god ide & lage et eget verktgy som tar seg av konstruksjonen. Prinsippet for & lage slike
verktgy er det samme som for makroer i programmer som Excel. Du gjgr konstruksjonen
pa vanlig méte og forteller si GeoGebra at det skal lage et verktgy basert pa de objektene
du né har konstruert. Prinsippet er da at du forteller GeoGebra hvilke objekter alt er
bygd pa og hvilke objekter som skal vere resultatet. Alt du gjor med de opprinnelige
objektene er «loggfert» og vil bli gjentatt med nye objekter.

Eksempler

Eksempel 10.1

Lag et verktgy som tegner et kvadrat nar to motsatte hjgrner er gitt.

L@sning:
1. Tegn forst opp de to hjgrnene A og B. Dette er vare startobjekter.

2. Konstruer deretter det gnskede kvadratet pa vanlig méte.

[ XX } GeoGebra klassisk

DS SICHTIPANEE se Q

A = (-0.95, 0.2) =N

C = Midtpunkt(A, B)

(@)
O  B=(333242)
(@)

— (1.19,1.31)

c : Sirkel(C, A)

— (x-1.19)? + (y- 1.31)? = 5.81

f : Midtnormal(A, B)

1 (o (o

— -428x- 222y = -8

Figur 10.1: Konstruksjon av et kvadrat med utgangspunkt i fo motstdende hjgrner
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3. For a lage et nytt verktgy, velger du «Verktgy» pa menyknappen og «Lag nytt
verktgy. ..» som vist pa figur 10.2. Dette vil lede deg gjennom prosessen. Forst blir
du bedt om a velge hva som skal vaere sluttobjekt (se figur 10.3). Du kan enten velge
Mangekant1 og de to andre hjgrnene (dersom du gnsker at ogsa disse skal vere
med) fra nedtrekksmenyen eller ved & klikke pa disse objektene i grafikkfeltet.

[ JeX ) GeoGebra klassisk
R e o
k] > OO 4L N 2 S0 Q=
O A=(09502) =N Fil
* Rediger
O B=(333242)
Oppsett
C = Midtpunkt(A, B) Vis
o
— (1.19, 1.31) Innstillinger
< Verktay e
c: Sirkel(C,A)
Q Tilpass verktoylinja
— (x-1.19)? -1.31)2 =581
& rel ) Lag nytt verktoy e
) f : Midtnormal(A, B) { Forandre verktay
— -428x-222y =-8 Hjelp og tilbakemelding
Logg inn...
D = Skjaering(c,f,1)
© >
=B — (2.3,-0.83) \

Figur 10.2: Du kan lage nye verktgy i GeoGebra

4. Klikk pa neste. Da er det pa tide a velgeStartobjekt. Her vil vanligvis de ngdvendige
objektene allerede vere valgt. Dersom dette ikke er tilfelle kan du velge dem pa
samme mate som du valgte startobjekt.

Lag nytt verktoy Lag nytt verkioy Lag nytt verktay e
Sluttobjekt o Startobjekt Navn og ikon Sluttobjekt Stmomekte Navn og ikon Sluttobjekt Startobjekt Navn og ikon
Velg objekt i figuren eller fra liste Velg objekt i figuren eller fra liste Navn pa verktey

B B Kvadrat

Navn pa kemmando

Mangekant Mangekant1: Mangekant(A, D, 4) n Punkt A n Kuadrat

Punkt D: Skjaering mellom ¢ og f n Punkt B n vadra

Punkt F: Mangekant(A, D, 4) Hijelp til verktoy

n | velg to motstaende hjgmer.
Q @Vis pé verktoylinja
< Tilbake Avbryt < Tilbake Avbryt <Tilbake | Fullfor JOTTS

Figur 10.3: Farst velge hva som skal voere resultatet, s& hva som var utgangspunktet. Til
slutt m& du gi verktayet et navn og eventuelt et ikon om du gnsker det.

5. Klikk pa neste. Na ma du velge navn og kommando for verktgyet. Det kan ogsa
veere fint & skrive noen ord om hvordan verktgyet virker. Har du et ikon, kan du
velge det. Men dette er ikke ngdvendig. Klikk pa «Fullfgr» og verktgyet er laget.

Du har na fatt et nytt verktgy pa verktgylinjen:
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‘en e GeoGebrg i

L&J‘/}b@@&\ﬁ SC Q=

U = Skjenng(c.t, 1) _ — .
@ =N " [(Jaci# i e
— (25,-1.14) I

Figur 10.4: Vi har laget et nytt verktay!

Dersom du gnsker at verktgyet skal vere tilgjengelig hver gang du apner GeoGebra,
ma du lagre innstillinger. Klikk pa menynknappen, velg Innstillinger og klikk pa
«Lagre innstillinger».
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Eksempel 10.2

Vi skal i dette eksempelet lage et verktgy som deler et linjestykke i tre.
Her er framgangsmaéten var:

a) Start med & tegne et linjestykke. Velg . og klikk pa to steder i grafikkfeltet.

b) Tegn en normal til linjestykket i det ene endepunktet. Grunnen til at vi velger en
normal, og ikke bare en stréle er at konstruksjonen ma veere 100% avhengig av kun
startobjektene. Hadde vi valgt en strale métte vi ogsa gjort et valg for retning til
stralen. Vi gnsker at verktgyet skal veere uavhengig av et slikt valg.

c) Lag en sirkel med sentrum i det samme endepunktet og med radius lik 1. (Bruk
Sirkel definert med sentrum og radius ()

d) Lag to punkt til pd normalen, slik at du far tre punkt etter hverandre med avstand
1 mellom hverandre.

e) Lag sa et linjestykke mellom det ene punktet som ligger lengst vekk fra endepunktet
til det andre endepunktet.

f) Tegn sa linjer gjennom de to andre punkta parallelt med linjestykket du tegnet i e).

g) Marker skjeringspunkta mellom disse linjene og det opprinnelige linjestykket. Du
har da to punkt pa linjestykket som deler det i tre like deler!

\ E

A

Figur 10.5: Konstruksjon av punkt som deler linjestykke i tre.

h) Under «Verktgyer» pad menylinjen velger du na «Lag nytt verktgy...». Du ma da
velge hva som skal veere utgangspunktet for konstruksjonen (startobjektene) og
hva som skal vaere resultatet (sluttobjektene). Velg endepunkta pa linjestykket som
startobjekt og de to punkta som deler linjestykket i tre som sluttobjekter. Skriv
en forklarende tekst for hvordan konstruksjonen virker under «Hjelp til verktgy»
og velg passe navn pa verktgyet. Du kan ogsa lage et eget ikon, men det er som
nevnt tidligere ikke ngdvendig.! Du har n fatt et nytt verktgy helt til hgyre pé&
verktgylinja som du kan bruke!

'Du kan lage ikon ved 4 ta et skjermbilde av en figur som viser verktgyet i bruk. Dette skjermbildet kan
du sé lime inn i for eksempel programmet Paint, beskjeere det og lagre det som en png-fil.
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Oppgave 10.1

Lag et verktgy som konstruerer et linjestyk-
ke normalt ned fra et gitt punkt til et linje-
stykke.

j———-.

Oppgave 10.2
Lag et verktgy som deler en vinkel i tre like store vinkler som vist pa figuren nedenfor.

Oppgave 10.3

Tegn en trekant ABC og bruk verktgyet du laget i oppgave 10.2 til & dele de tre vinklene
i trekanten. De seks linjene vil parvis krysse hverandre som vist pa figuren under. Hva
kan du si om den lille trekanten? Se figuren nedenfor.

[ JOX ] Geometri - GeoGebra
DIFIZEE o< IPANEIFEIEN Q =
/ 7 é
—-—— f
——————————— Q
[©}

Figur 10.6: Hva sier Morleys teorem? Hva kan du si om trekanten DEF?

Oppgave 10.4
Lag et verktgy som deler et linjestykke i n like store deler. Startobjektene skal vaere de
to endepunkta og tallet n.

Tips: Du kan fa bruk for kommandoen Folge[A+k/n (B-A), k, 1, n-1]

A B
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Oppgave 10.5 B
Lag et vertgy som tegner den innskrevne sirke-

len til en trekant.

Oppgave 10.6
Lag et verktgy som kan hjelpe deg til & lage
felgende figur:
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Tekst og bilder i GeoGebra

Du kan legge til tekst og bilder i grafikkfeltet i GeoGebra.

Legge til bilder

Vi gnsker & legge folgende bilde (hentet pa nettsiden http://www. flickr.com) inn i
en GeoGebrafil:

Figur 11.1: Originalbilde: Basketball av Eric Silva pd Flickr, Lisens: CC-by-sa 2.0

For & gjore dette dpner vi en ny GeoGebra-fil og velger verktgyet Sett inn bilde [, som
vist pa figur 11.2.

[ JOX ) Graf - GeoGebra
A : =
D@./}b@@é@% o Q=
N . N —¢@
+ Skriv inn... 2=2 Glider :‘
ABC Tekst Bilde
e! Sett inn bilde Fil ('Velgfil | basket.jpg
Webkamera v
Knapp :
@8 Avkrysningsboks % -
a=11] Innsettingsboks — N
} e Q
_a,
9

4 3 2 4 o
& -

Figur 11.2: Du sefter inn et bilde ved & bruke verktgyet Seftt inn bilde.


http://www.flickr.com
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Nér du sa klikker pa OK vil du fa bildet plassert i grafikkfeltet. Dette er da plassert ved
hjelp av to punkt A og B som angir hvor de to nedre hjgrnene skal ligge. Du kan endre
plasseringen til bildet ved 4 flytte pa punktene A og B.

Nér du har fatt plassert bildet og er forngyd med posisjonen, sa kan det vere en ide a
gjore bildet om til bakgrunnsbilde. Se figur 11.3. Da vil slike ting som akser og rutenett
legge seg over bildet.

[ JOK ) Graf - GeoGebra
DB SN IPINIENE o Q=
O A=(00) :N -_@ Basis Farge Stil Posisjon Avansert X
. Scripting *
B = (10,0
O ( ) Navn: I:I
=+ Skriv inn... bilde1 é
Objekttekst: N
Vis objekt
‘ L&s objekt
= @ Hjelpeobjekt
Bakgrunnsbilde
a

Figur 11.3: Bildet kan gjgres om til et bakgrunnsbilde.

Nedenfor ser du resultatet. Her har vi ogsé lagt til en kurve ved hjelp av regresjon.

[ JOK Graf - GeoGebra
k)&~ > 0O &N = 5o Q =

O B=(100) =N
C = (84, 463) :

D = (7.3, 5.89)

F = (5.39, 6.52)

f(x) = RegPoly({C, D, E,F},2) :

(@)
@)
O  E=(6296.38)
(@)
@

— —0.25x>+2.85x—1.56

+ Skriv inn...

Figur 11.4: Vil ballen g& oppi kurven?

11.2 Sette inn tekst

Dersom vi kun gnsker at det skal std f(x) = x2+ 1 kan vi nd «dra» funksjonen fra
Algebrafeltet over i Grafikkfeltet. Se figur 11.5.
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[ JOX J Graf - GeoGebra
k] 7 > OO LN S
(@) f(x) = x3+1 =N ' °

Klikk, hold og dra

4

1
Jo)
I

Slipp teksten der
du gnsker den

i -

Figur 11.5: Du kan trekke uttrykkene fra Algebrafeltet over i grafikkfeltet.

Det er et ogsé eget verktgy for & sette inn tekst i grafikkfeltet. Velg verktgyet Sett inn
tekst s pa verktgylinjen og klikk i grafikkfeltet der hvor du gnsker at teksten skal veere.
Du far da opp felgende vindu:

Tekst
|B_] | Serif LaTeX-formel
Grafen til f(x)= f

o Avansert e

Forhdndsvis  ©7  apy alex-formel

(tom boks) f
tekst1 o

m Avbryt

Vi har i dette eksempelet skrevet inn teksten Grafen til f(x) = x? + 1. Legg merke til at
vi har bedt GeoGebra om & skrive inn x2 + 1 ved & hente fram f ved & velge f under
GeoGebra-fliken ¢ under avansert. P4 den méten vil vi fa nytt funksjonsuttrykk dersom
vi senere endrer f.

Oppgave 11.1

a) Lag to glidere a og b ved a bruke verktgyet glidere == .
b) Skriv inn axx+b i algebrafeltet slik at du far definert funksjonen f (x) = ax + b.

c) Sett inn i grafikkfeltet teksten «Grafen til funksjonen f (x) = 3x + 2» (dersom a = 3
og b =2).
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Dersom du gnsker & sette inn mer avansert matematisk tekst, ma du bruke KIgX-kode.
La oss si at du vil skrive inn f; f(x)dx. Du kan da hake av for BTjX-formel og skrive
inn \int_0*3f(x)\,dx. Heldigvis trenger du ikke kunne BIgXfor a fa dette til. Nar
du har haket av for LaTeX-forme blir nedtrekksmenyen aktiv og du kan velge ulike
kommandoer fra denne som vist pa figur 11.6.

Tekst

B |  Serif [LaTeX-formel |

\int_{O}MBHAN, dx

> foaf(x) dx

Avansert

~y

Forhdndsvis %  ap LaTeX-formel

a a
2 » % e ( )
b x Vx b
b b b !
> x [ [ f fF
[
a a a
% X % ® % * % x x X X
™ XX gy XX o xx ry

W B W T
-

Figur 11.6: GeoGebra kan skrive inn BpX-kode.

Pass péa at formler og annen matematisk tekst star mellom to dollartegn dersom du vil
kombinere vanlig tekst med matematisk tekst. Se figur 11.7.

Tekst

B |/ Serif [LaTeX-formel |

Pytagoras' setning: §a*2+b"2=c*2§ i Pytagoras' setning: al 4+ b? = 2
Avansert A c

Forhdndsvis €0 apy  LaTeX-formel

Pytagoras' setning: a? 4+ b?=c? .

Avbryt

Figur 11.7: Du md passe pd at matematisk tekst star mellom to $-tegn.
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Eksempel 11.1

a) Lag gliderne a, b og c. Skriv inn f (x)=axx+b i algebrafeltet.

b) Lag den dynamiske teksten som gir oss lgsningsmengden til ulikheten f(x) < ¢
(der c er tallet som glideren er satt til).

L@sning:

Vi lager tre glidere a, b og ¢ og skriver inn f(x)=a*x+b i algebrafeltet. Vi gnsker &
legge inn dynamisk tekst av typen f(x) < 2 nér x <5 (som er tilfelle dersom a = 0,5,
b = —0,5 og ¢ = 2.) Problemet er at ulikhetstegnet mé snus dersom a < 0. For a fa
dette til kan vi bruke kommandoen

Dersom(<Vilkar>,<S&>,<Ellers>).
Denne fungerer slik at dersom vilkéret er sant far vi objektet vi skriver som andre
argument («sé») og dersom det ikke er sant far vi det tredje argumentet («Ellers»). I
vért tilfelle gnsker vi «<» nar a > 0
Vi skriver derfor inn felgende kommando i algebrafeltet:

Dersom(a>0,"<",">")

Vi vil da fa objektet «tekst1» tegnet i nerheten av origo. Skjul denne teksten.

Skriv inn y=c i algebrafeltet og finn sa skjaeringspunktet mellom denne linjen og grafen
til f. Du far da et punkt A.

Klikk sa pa verktgyet Sett inn tekst sc og klikk deretter i Grafikkfelt 1 der hvor du
gnsker at teksten skal sta.

I vinduet du da far opp skriver du inn f (x) < og henter fram c fra Objektlisten. Deretter
skriver du «nér x» og henter fram textl og sa A. P4 grunn av betingelsene som vi satte
under Dersom-kommandoen vil ulikheten nd alltid veere rett vei. Men det blir feil & ha
A etter tekstl. Men dette ordner vi lett ved & klikke pa A og skrive inn x(A) som vist pa
figur 11.8. Det endelige resultat er vist pa figuren under.

eo0e Graf - GeoGebra
B)> 7 4 OO &\ e @ Q =
a=07 A @
O -5 L 50
b=-0.1 H 4 A
O -5 L 50 ¢
c=36 H f(x)<3.6 nar x <5.29
O 2
-5 L 50
f(x)=ax+b i "
X)=ax
® — 07x-01 -2 o 2 4 6 8 10 12 4 Q-
O tekstl = “< : Q
: -2
@ g:y=36 i
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Tekst

B |/ Serif LaTeX-formel

f(x)= ¢ narx tekstt A

Avansert
Forh&ndsvis o afy  LaTeX-formel

(tom boks) A

a b

c f

g teksti

vbryt

Tekst

B |/ Serif LaTeX-formel

f(x)S ¢ narx teksn ){{AJH

Avansert

Forhandsvis LaTeX-formel

f(x)s1 nar x £1.57

m Avbryt

Figur 11.8: Du kan gjgre utregninger i tekstboksen. Hent fram objektet du vil behandle
(i dette filfellet A), klikk pd feltet og skriv inn kommandoer etc (i dette ftilfellet

x(A)).
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GeoGebra.org

Noen ganger vil du kanskje at elevene skal eksperimentere med en animasjon eller
simulering som du har laget pd forhdnd. Du kan da dele selve GeoGebra-filen med
elevene. En fin méte & dele slike filer pa er a bruke GeoGebra.org. Her kan du dele dine
arbeidsark og du kan sgke blant tusenvis av andre slike arbeidsark. I dette kapittelet vil
vi vise hvordan du kan laste opp slike ark, tilpasse hvem som skal se arkene og hvordan

du kan dele dem med andre.

 Semicirle nscrbed i square

tube.geogebra.org

T TT)

i
-

in Square

Nyeste materiell

#4) Midpoints in Taxicab
4. juni 2015 - 09.05

Delt med Bill OConnell

Bnoeo

[

~— 4.juni 2015-09.03
| Delt med Bill OConnel

L wooco

Semicircle Inscribed

Delt med Bill Lombard

#3) Summit is greater than ...

Inclined Plane with
Two Mas...

The Crazy Circle
lllusion: ...

Delt med ukukuku

Populcere arbeidsark

Models of the water molecule
29. oktober 2014 - 17.53

Delt med uStas

0ni7 oo

Cut Equilateral Triangles i...
17. januar 2012 - 05.51

Delt med Anthony C.M. OR

n3ieo

Factorization - Visual String Art Based on
illu.... Bézier ...

Delt med Ethan Hall Delt med Magdalena

Populcere etiketter

geometry | speiling | triangle | geometri ﬁj
calculus | function | functions EJ trekant | algebra
LQIEJ dvm | | quadratic | | areal | trigonometry ﬂ circle
pytagoras | tessellation

Typer materiell

Areas of Triangles (2)

I 4 uniont5- 0858

-1823

T Section d'un pavé droit
L~ .

Arbeidsark‘ GeoGebra-bnker‘ Verktay‘ Lenker‘

Lag en konto pd geogebra.org

La oss si at du har laget en animasjon [

som du vil bruke til & bruke i et bevis
for Pytagoras setning. For a dele denne
pa GeoGebra.org velger «Del» pa me-
nyknappen som vist pa bildet til hgyre.
Dersom du ikke allerede er logget inn
pa geogebra-siden, vil du f& opp en mel-
ding om & logge deg inn. Om du ikke er
logget inn, mé du gjgre dette forst. Har

A//&(

SN SIPANIEIEIE oo Qe

@ BF
. Apne
B Lagre
(® Eksporter bilde
< Del
# Last ned som...
& Forhandsvis utskrift
/' Rediger
2 Oppsett

n oAV

@ % Innstilinger

% Verktoy

@ Hielp og tilbakemelding
©J Logg inn...

du ikke en konto, mé du lage en. Se delkapittel 1.4 side 6 om hvordan du lager en

konto pa GeoGebra.org.
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Dersom du er logget inn vil filen bli lagret pa GeoGebra.org og du far opp et vindu hvor

du kan kopiere en lenke til siden med animasjonen.

eve GeoGebra Klassisk
Del
Lenke
Lagre https://www.geogebra.org/classic/c8wyg3xz
Tittel: | Pytagorasbevis Kopier
¢ Dett : Ikke lagre
Skriv ut

Eksporter bilde

Figur 12.1: Du kan lett dele en fil p& GeoGebra.org

Mer om GeoGebra.org

Du kan bearbeide det du vil dele pd GeoGebra.org. Gar du inn pa denne siden og er
innlogget, far du tilgang péa alt du har lastet opp pa GeoGebra.org. For & finne det du
har lastet opp klikker du pa (1) «Resources» og (2) «MINE». Da vil du fa en oversikt
over det du har laget. Vi ser at filen vi delte ligger som fgrste element i listen (3).

& www.geogebra.org/materials/yours

= GeeGebra Q  search Classroom Resources

EXPLORE A ES MINEe

A  Home

F2  News Feed +cReATe
B Resources a Resources

2. Profile

2% People a ’(.‘

@ Groups
! App Downloads ACTIVITY ACTIVITY ACTIVITY
Pytagorasbevis testerlitt Test-verktoy
GD Shared with Link i e Private K G Shared with Link
NNNNNNNN I
f
/ /
N% 7
U
/
/ ///
!
About GeoGebra ACTIVITY ACTIVITY ACTIVITY
Contact us: office@qeogebra.crg Pyttagoras-bok Stigningstallfunksjo To grafer
Terms of Service - Privacy - License
L English H :
@  Lenguage: Engls G Shared with Link ~ * G Shared with Link ~ * & Private
f v o
© 2019 GeoGebra Gperant-atr

Last modified v  Any resource type v

ACTIVITY
Pyttagoras-bok

GO Shared with Link

BOOK

R2 2017-2018

® Public

Klikker du pa aktiviteten du vil bearbeide, kommer du til en side som vist pa figur 12.2
nedenfor. For a gjgre endringer pa siden som vises, klikker du pa de tre prikkene gverst
til hgyre pa denne siden. Se (1) pa figur 12.2. Klikk deretter pa «Edit Activity» (2). Du

vil da komme til en side som vist pa figur 12.4.
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& www.geogebra.org/m/c8wyg3xz

= GeoGebra 0:
| Q) Add to Favorites
Pytagorasbevis <& share
Author: Tor Espen Kristensen @ Publish
B3 Moveto

Q

Open in App

e /' Edit Activity

|_|:| Copy Activity

© Details

Delete

Figur 12.2: Du kan redigere akfiviteten ved & klikke p& de tre punktene gverst til hgyre (1)
og velge (2) «Edit Activity»

Du far nd mulighet til & legge til ulike elementer, som tekst, video (lenke til for eksempel
youtube), bilde, pdf-fil etc. Se (2) pa figur 12.4. De ulike elementene kan dras rundt pa
siden slik at du far plassert dem der du matte gnske dem. P4 figur 12.4 har vi lagte til
en tekst som vi har flyttet over selve GeoGebra-appleten.

Nér du er ferdig med & redigere denne siden, kan du dele den ved & trykke pé dele-
symbolet = opp til hgyre pa siden. Der har du flere valg. Vi vil spesielt nevne at du
kan dele lenke og du kan bygge hele siden inn i en nettside ved a kopiere en sa kalt
ifram-kode. (2). Denne koden kan du lime inn som html-kode i notater pa for eksempel
Itslearning.

Del X Del X
i Gruppe %, Lenke @ E-post  ¢/>Bygginn (embed) & Gruppe % Lenke @ E-post /> Bygginn (embed)
HFyvrBEAE®E <iframe scrolling="no" title="Pytagorasbevis" src="https; org/materialjifram | [F]
i i i / U T 4 d /stohffal:
| https: bra. | @ i [sriltrue/rc/false/Id/false/sd: Iffalse" width="800px" height="460px |

Bygg inn (embed)  Pytagorasbevis 3 HTML s

Vis mer

Figur 12.3: Du kan dele lenke og du kan «Bygge inn (embed)».
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& www.geogebra.org/material/edit/id/c8wyg3xz ]

i
< GeoGebra lage @ < i

Pytagorasbevis 9

Tekst

Kan du forklare dette?

[ ]

A Klikk pa Neste og se hva som skjer. Kan du forklare geometrisk hvorfor «brikkene» passer s fintinn i
42 det store kvadratet? e

J

o
+ LEGG TIL ELEMENT
= Tekst e E] Video
GeoGebra Bilde a
Q o Y9
g) Web | PDF-fil 1is screen, press : and then choose "Publish".
visibility than the original. Also 'private' is not a valid option if the

? | spersmal or has been attached to a public post.

= o wen

EEXEEDRlinger for arbeidsark £%

Figur 12.4: Redigering av siden som aktiviteten vises p&
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Tilpassing av verktgylinja

Noen ganger gnsker vi for eksempel at elevene skal konstruere et geometrisk sted
uten a bruke allerede ferdige verktoy i GeoGebra. Da kan det veaere lurt a tilpasse
verktgymenyen.

Eksempel 12.1

Vi gnsker a lage et arbeidsark der det er tegnet inn en trekant og hvor vi gnsker at
elevene skal konstruere den omskrevne sirkelen. Dette blir trivielt om elevene har
tilgang pa verktoyet € ) Sirkel gjennom tre punkt. Vi gnsker derfor at elevene kun skal
ha tilgang p& [z Flytt, * Normal linje, » Midtnormal, . linje, > Sirkel definert ved
sentrum og periferipunkt og > Skjaring mellom to objekt.

Etter & ha laget en trekant velger vi «Verktgy» pa menylinjen og «Tilpass verktgylinja. . . »

[ XX ) Geometri - GeoGebra
A ° =2 j—
B]d AP O0O 4N =2 Q=
B o : & B Fi
* Rediger
A (7 Oppsett
H Vis
£ Innstillinger
c # Verktoy
¥ Tilpass verktoylinja
Lag nytt verktoy
Q X
% Forandre verktoy
Q4

) Hijelp og tilbakemelding

2. Tor Espen Kristensen

I vinduet som kommer opp kan du n4 slette alle verktgy som du ikke vil skal vises og
legge til de du gnsker a vise. Pa figur 12.5 har vi tatt vekk alle verktgyene uten de vi
gnsker. Resultatet blir som vist til hgyre pa figuren. Dette kan vere

‘Geometri- GeoGebra Geometi - GeaGebra

ece
< €Y Tilpass verktoylinja ¢TI A B kle >~ x0© Q

Figur 12.5: Kun seks verktay er tiigengelig.

GeoGebrabok

En GeoGebrabok er en samling av ressurser som er lagt ut pA GeoGebra.org. Har du for
eksempel laget fire animasjoner til Pytagoras setning, kan du samle disse i en slik bok.
Du kan ga fram pa fplgende mate. Klikk pa de tre prikken gverst til hgyre i aktiviteten
du vil dele og velg «Details».
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& www.geogebra.org/m/cBwyg3xz

= GeoGebra o :

Q)  Add to Favorites
Pytagorasbevis < shore
Author: Tor Espen Kristensen
© Publish
Kan du forklare dette?
Klikk p& Neste og se hva som skjer. Kan du forklare geometrisk hvorfor «brikkene» passer s& fint inn i det store kvadratet? B Moveto
> OpeninApp

<o
/' Edit Activity

IT]  Copy Activity
eo Details

W Delete

Vis meny for «htt; ww.geogebra.org;

Du far da opp felgeden side:

& www.geogebra.org/material/show/id/c8wyg3xz

GeaGebra 1TDrEspenKnstensen + Q

< Pytagorasbevis Rediger - Slet - Ta en kopi
v

| Se arbeidsark

( + Legg til i GeoGebrabok ).as(ned ‘ Innstillinger for tilgang ‘ Del ]

Tor Espen Kristensen — 29. oktober 2019 - 18.12 @ Bare brukere som har mottatt Lenke fra deg kan se dette materiellet.
Type materiell:  Arbeidsark Malgruppe (alder): 0-19+

Etiketter: web + Sprak: Norwegian / Bokmal

Visninger: 0 Lisens: GeoGebra Terms of Use

Rapporter et problem

Lignende materiell

=== Pytagorasbevis ved animasjon
3. februar 2017 - 09.04
Emil Thune

Pytagorasbevis
8. juni 2018 - 13.04
Selvi Mongstad

Klikk pa «+ Legg til i GeoGebrabok». Du far da opp en liste over de bgkene du eventuelt
har laget.

Legg materiell tl ei bok X

MAT601

~) MAT601 H17
MAT602
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Du vil da fa valget om du vil legge materiellet til en ny GeoGebrabok eller om du skal
lage en ny. Velger du a lage ny bok ma du skrive inn tittel og eventuelt en forklaring til
hva boken inneholder. Du kan ogsa bestemme hvem skal kunne se GeoGebraboken. Det
ferdige resultatet ser du pa figur 12.6. Du kan ogsa legge til kapitler i en GeoGebrabok.
Dersom du vil flytte en ressurs fra et kapittel til et annet, kan du dra og slippe ressursen
der du métte gnske den. P4 samme méte kan du ogsé endre rekkefglgen pa ressursene
i en bok. Se figur 12.7.

o0 e m tube.geogebra.org/student/bPcDrHKD7 [ h a o ’T

K Pytagoras N

Pytagoras

Tor Espen Kristensen, 17. feb. 2015

1. Pytagoras setning
2. Pytagorasbevis
3. Pytagoras' setning saning
4. Animasjon av Pytagoras
5. Euklids bevis for Pytagoras -
T
1. Pytagoras setning 2. Pytagorasbevis 3. Pytagoras' setning
4. Animasjon av Pytagoras 5. Euklids bevis for Pytagoras
Laget med GeoGebra — Del eller kopier
RO
Figur 12.6: En GeoGebrabok.
{ Rediger GeoGebrabok: Mine favoritter
Innhold Tittelside Se GeoGebrabok
Kapitler Statistikk
1. Statistikk 8 CAST Rule
26. juni 2012-19.33
1 L Delt med dsyddall
2. Geometri com2
( - Bino Stat
| Legag til kapittel 27, mars 2013 - 17.31
h 2 I Deltmed nathank2g?
c0mn2

Kuler i et norgesglass
25. april 2015 - 17.03

a
3 ﬂ Deltmed Jan
i

g B Dette materieliot er ikke syniig offentlig

Legg til materiell

Figur 12.7: Du kan organisere en GeoGebrabok i kapitler
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Kopiere og lime inn i en tekstbehandler

Dersom du bruker Word (eller andre tekstbehandlere) og gnsker a fa det du har i grafikk-
feltet inn i et dokument anbefaler vi at du eksporterer grafikkfeltet til utklippstavlen.
Du gjor dette ved a (1) klikke pd menyknappen, (2) velge «Eksporter bilder» og velger
(3) «Kopier til utklipstavlen». Se figuren nedenfor.

[ XOK ) GeoGebra klassisk

DS N SIPANI R S QgF

Eksporter bilde . §
0 w-¢ a @ B Fi
+ Ny
) A = Punkt(f) a Apne
— (0.96, 2.61) 8 Lage
Eksporter bildi e
g : Tangent(A, f) @——4 sporter bilde
© < Del

— y=261x+0.1 ¥ Last ned som...

) a = Stigning(g) & Forhandsvis utskrift
/' Rediger

A (O Oppsett

— 2.61

+ Skriv inn... 9
a nv
£x Innstillinger
E’?\j? % Verktoy
&= /![d =3 @ Hielp og tilbakemelding

Figur 13.1: Du kan kopiere det som vises i grafikkfeltet til utklippstavia.

Dersom du bruker program som GeoGebra eller Excel under eksamen, kan det veere
lurt & leere seg hvordan du pent kan ta skjermdump av det du gjer slik at du kan lime
det inn i en tekstbehandler (som for eksempel Word). Vi viser fgrst hvordan dette kan
gjores pa en Mac.

Skjermutklipp pd Mac

Det fins essensielt to metoder for  ta skjermbilder pa. (1) som et selvvalgt rektangel
eller (2) som utklipp av aktive vindu.

Skjermbilde av rektangel

For & velge ut et rektangel som du vil kopiere til utklipstavlen, trykker du kombinasjonen
(cmd $8+(shift {T)+[(ctrl]+[ 4 | og velger omradet du vil ta bilde av.
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‘esne GeoGebra klassisk s
R]A - 20O &N = @ SC Q=
@ f(x) = &* =N 1 @&
A = Punkt(f) :
(@]
— (0.96, 2.61) ®
® g : Tangent(A, f)
— y=26Ix+ 0.1
® a = Stigning(g)
— 261
1]
+
i &
/ A x,
Y 2 -1 1 2 3 4 5 & 7
& 3

Figur 13.2: Skjermbilde av en bit av algebrafeltet

P4 figur 13.2 vil vi fa fglgende skjermbilde pa utklipstavlen:

@) f(x) = ¢ N

) A = Punkt(f)

— (0.96, 2.61) ®

g : Tangent(A,f)

— y=26Ilx+ 0.1

a = Stigning(g)
o
— 261

For & fa dette inn i for eksempel Word, er det bare til & plassere markgren der du vil ha
bildet og lime inn. Se figur 13.3.

Skjermbilde av aktivt vindu

Noen ganger gnsker vi & ta bilde av et helt vindu fra skjermen. For & gjore dette

trykker du fglgende tastekombinasjon: [cmd $&J+(shift {F]+[ctrl|+[ 4 | og deretter spacebar

(mellomromstastet). Du kan da velge hvilket vindu du gnsker & ta skjermbilde fra, slik
figur 13.4 nedenfor viser.

Resultatet blir da lagret til utklipstavlen. Dette kan du deretter sette inn i tekstbehand-
leren din (Word).
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Lagreautomatisk @~ @& H ©v I & = Dokument3

Hjem Settinn Tegn Utforming  Oppsett Referanser Masseutsendelser ~ Segjennom  Visning ~ MathType  Acrobat 1% Del | [J Kommentarer

-l

isg Roboto v 12 v A AT Aav A f == AL T A2BOCDAE | ARBbCDJE  AaBBCeDd  AsBbCedde  Assoccodte | [E 8.
Liminn . : vOovAn vy Nomsl | wgenmelo. | Owrskifti | Otz | Ovskita  Slermie | Felsomhet | Opprettogdel deom

| FKkUvae x, X [Av2vA R J ‘Adobe PDF . signaturer
» 2 T X 1 2 3 : E s 7 s s 1 n 2 5 M i % 7 ®

Jeg har brukt GeoGebra CAS. | rad 1 har jeg definert funksjon. | rad 2 lar jeg m vaere
gjennomshnittet til a og b. Jeg fant deretter tangenten til grafen i (m, f(m)). | rad 4
- finner jeg nullpunktene til tangenten. Vi ser at tangenten gar gjennom (c, 0).

I f(x) ==k (x—a) (x—b) (x—c)
— f(x) := k(—a+x) (—=b+x) (—c+x)
mo= 2t b
’ 2
K - m:= % (a+b)
g(x) := Tangent(m,f)

it 3
1, 1, 1., 1., 1 1
= = k —— k - k— = kx— = k4 = k
- g(x) 12c 22 x+4bc 4b X 2abc +2abx
' 4 gx)=0
< Los: {x=c}
Side1av1 Slord [OY  Norsk (bokmal) LT Drokus JER B & = = = w4+ 235%

Figur 13.3: Pent lite skjiermbilde limt inn i Word.

Cenlehra

—iaen Fr
> O B [E-] [F &[0
= Nr_| Navn | Definisjon | verdi | Objekttekst
— & 1Funksjon f f(x) = sin(x)
2 Tekst tekstl Formeltekstl[f, true, true] "f(x) \, = \,\operator...
3 Punkt A Skjeringspunkt mellom A = (3.14, 0)

art!
f,xAkse med startverdi Pl ve

Figur 13.4: Skjcermbilde av et vindu.

Tastekombinasjon

handling

[cmd $6)+(shift TF]+[ 3 |

(cmd $6)+(shift 17+ 4 |

(cmd 3gJ+(shift T+ 4 | og sa
mellomromstast

(omal8)+{ci) it 0+ 4]

Tar bilde av hele skjermen og lagrer pa
skrivebordet

Velg rektangel som du vil ta bilde av. Blir lagret
pa skrivebordet

Velg vindu du vil ta bilde av. Blir lagret pa
skrivebordet.

Tar bilde av hele skjermen og kopierer til
utklipstavlen

Velg rektangel som du vil ta bilde av. Blir kopiert
til utklipstavlen.




13.2

13.2.1

13.2 Skjermutklipp i Windows 153

Skjermutklipp i Windows

Utklippsverkiay

I windows kan du klikke pé «Print screen» knappen. Du vil da ta bilde av hele skrivebor-
det ditt. Dette er i de fleste tilfeller ikke gnskelig. Du kan i stedet klikke pa Alt-knappen
og sa Print Screen. Resultatet av dette blir et skjermbilde av det aktive vinduet. Dette
kan virke enkelt nok, men jeg vil likevel anbefale deg & bruke et eget verktgy som ligger
i Windows som heter Snipping Tool. For & apne dette klikker du pa Windowstasten og
skriver inn Snipping. Du vil da f& opp programmet i listen som dukker opp.

&¢ Snipping Tool — p¢
Lg, New EMode > [ Delay ¥ x Cancel & Options
Free-form Snip he area that you want to capture. (@

® Rectangular Snip

Window Snip . v

Full-screen Snip I

I dette programmet kan du sé velge om du vil ta bilde av hele skjermen, vindusklipp,
rektangulert klipp eller frihdnd. I de fleste tilfellene vil rektangulert klipp fungere
godt. Dersom du velger rektangulaert klipp er det bare til & dra markgren over omradet
du gnsker 4 ta bilde av.

1 IFaktoriser (x* — 1) x=
- (x=1) (x2+x+1)
4 -3 -4 =0

/ 2 (vT+3) \2(v+s)

Los: (x=— 2 ,X = 2

Nér dette er gjort far du opp ett lite redigeringsvindu hvor du far mulighet til & markere
inn med enten penn eller merkepenn (gule ut).

2 Snipping To| -
H;SE;(F TZ;S\ Lagre til fil H Kopiere til utklippstavlen ! -
fg,uelu Bl Mode ~ (2 Delay ~ |l T// - ,/'; ’
‘L Nytt skjermbilde \‘ \ Markere/tegne pé bildet ]‘
1 IFaktoriser (x* — 1) x=

- (x—1) (x2+x+l)
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Etter a ha gjort gnskelige redigeringer kan du kopiere eller lagre bildet for sa & sette
dette inn i en tekstbehandler (Word).

A sette inn bilder i nyere versjoner av Word

Du kan sette inn bilder direkte fra Word. Du gar til «Sett inn» fliken pa bandet (1) og
og velger Skjermbildet (2). Du far da opp en forhandsvisning av tilgjengelige vinduer.
Skal du ta skjermbilde av et helt vindu kan du velge det her. Du vil da fa skjermbildet
satt inn direkte der du er i dokumentet. @nsker du a ta skjermbilde av et rektangel,
velger du Skjermutklipp (3). Da vil Word bli skjult og alt litt gratt. Trekk sa rektangel
over det omradet du gnsker & ta skjermbilde av. Nar du har gjort dette vil skjermbildet
automatisk bli satt inn der du er i word-dokumentet.
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14.1

Tips og triks

Det er viktig a fa en god arbeidsflyt nar du bruker et digitalt verktgy. Jeg vil her dele
noen tips og triks som forhapentligvis kan gjgre arbeidet med GeoGebra enda enklere.

Hvor far jeg hjelp?

Du kan lett finne hjelp pé nettet ved & trykke pa en av knappene som vist pa figur 14.1
nedenfor.
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Figur 14.1: Du kan f& hjelp pd nettet ved & trykke pd en av de to knappene.

Dersom du virkelig star fast, eller det er noe du gjerne skulle ha fatt til, men vet ikke
helt hvordan det gjores trykk F1 og du vil fa opp (i nettleseren din) brukermanualen
til GeoGebra. Her star det meste. Dersom dette ikke hjelper deg er det flere fora hvor

du kan henvende deg. Det er nok av frivillige som vil svare! Her er noen steder du kan
prove:

— http://help.geogebra.org.
— https://www.facebook.com/groups/309175558480/. Dette er en GeoGebra-

gruppe pé Facebook.


http://help.geogebra.org
https://www.facebook.com/groups/309175558480/
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14.2  Loer deg de viktigste hurtigtastene

Det fins mange slike hurtigtaster, og jeg vil ikke komme med noen utfyllende liste her.
Det er det vel ingen som vil huske uansett? Tabellen nedenfor viser de jeg bruker mest.

Hurtigtast Beskrivelse

(Alf]+ 2 (opphgyd i 2)

Alt]+[ 3 | (oppheyd i 3)

Altl+[ p ] T

Altl+[ e ] e (Eulers tall 2,7182818284590...)
+ @ «Grader»

+ + ® (Vektorprodukt)

Alt]+[ a] a

Alf]+ o

14.3 Bruk hjelp for inntasting

Om du ikke husker en kommando, sa finner du alle under «Hjelp for inntasting» nederst
til hgyre i GeoGebra (som vist pa figur 14.2).
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Figur 14.2: Du kan bla i kommandoer i listen du fér nér du klikker hjelp.

14.4 Trykk enter for & fullfere kommandoer

For & fullfere en kommando i inntastingsfeltet er det bare & tykke pd <enter>:
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Vendepunkt( <Polynom: )
VenstreSide( <Likning= )
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Figur 14.3: Velg foresldtte kommando ved & trykke enter

14.5 Aldri for sent til & angre

Du kan angre noe du har gjort i GeoGebra ved a trykke Ctrl+z eller klikke pa knappene
gverst til hgyre i GeoGebra.
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Figur 14.4: Du kan angre pd at du angret ogsé. . ..

14.6 Endre skriftstgrrelse

Du kan endre skriftstgrrelsen til menyer etc. i GeoGebra under innstillinger (1), som vist
pa figur 14.5. Velg passe skriftstgrrelse (2) og lagre innstillinger (3) for at endringene
skal gjelde neste gang du apner GeoGebra.
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Figur 14.5: Det kan vcere en god ide & bruke litt stgrre skriftstarrelse dersom du vil vise
noe for en hel klasse.
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Zoom inn til ensket omrdde

Du kan zoome inn til et gnsket omrade i geometrivinduet ved & holde og dra et
rektangel over det gnskede omradet. Merk at forholdet mellom hgyde og bredde vil bli
bevart.
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Figur 14.6: Du kan zoome inn til et omrdadet ved & holde inne shift, holde hgyre musetast
nede mens du drar rektangel over omrédet.

Du kan ogsé f4 tilbake standard visning ved & klikke [Ctrl|+(m |

Bruk punktum som desimalskilletegn

Dersom du far en feil, eller noe ikke helt fungerer, sa har du kanskje brukt komma som
desimalskille og ikke punktum...

Skriv til celler i regnearket fra inntastingsfeltet

Du kan skrive til en celle i regnearket fra kommandofeltet. Dette kan veere nyttig dersom
du skal bruke litt lange kommandoer. Skriver du for eksempel

Al=Integral(f, 0, 2)

sé vil svaret pd denne kommandoen sté i Al.

Endre navn pd objekter den lette méten

Du kan endre navn pa ting som nettopp er laget ved a skrive inn navnet rett etter at det
er laget. Senere kan du selvsagt ogsa skifte navn pa objektet. Da kan du forst klikke pa
det i algebrafeltet (slik at det blir aktivert) og s& begynne & skrive inn det nye navnet.
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