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FORORD

Nasjonalt senter for matematikk i oppleeringen — Matematikksenteret - er et nasjonalt
ressurssenter for matematikkdidaktisk kompetanse. Senteret skal legge vekt pa a
utvikle arbeidsmetoder og eksempler pa undervisningsmateriell som bidrar til 3 gjere
matematikkopplzeringen variert, spennende og levende for elever og studenter pa et
hoyt faglig niva.

Matematikksenteret presenterer med denne boka ideer til god matematikkundervisning
i videregaende skole. Vi @nsker a inspirere matematikklaerere til & bruke varierte
undervisningsformer. La elevene utfordres av utforskningsoppgaver, la dem se systemer
og sammenhenger og utvikle forstaelse for faget, la dem utvikle alle de grunnleggende
ferdighetene ogsa innenfor matematikken.

Boka inneholder ti ulike undervisningsopplegg, fra ulike deler av lzereplanen, i hovedsak
rettet mot 1. trinn i videregdende skole. | filmene pa dvd-platen som ligger ved boka,

kan du se fem av undervisningsoppleggene gjennomfort i praksis. Bade filmene og boka
er ogsa fritt tilgjengelig pd www.skoleipraksis.no/matematikk-vgs. Der ligger ogsa alle
elevarkene i nynorsk versjon.

Undervisningsoppleggene er utviklet av Anne-Mari Jensen, Kjersti Waege og Ingvill M.
Stedgy-Johansen. Sndball Film AS har stétt for filmingen. En stor takk til Arne Amdal og
Ingvill M. Stedgy-Johansen som sammen med Anne-Mari Jensen er leerere i de filmede
undervisningsoppleggene. Gerd Asta Bones ved Matematikksenteret har hatt ansvaret for
formgiving av denne boka og koordinering av prosjektet.

Vart gnske er at boka og filmene vil inspirere matematikklaererne i videregaende skole til a ta

i bruk noen av oppleggene i egen klasse. Vi utfordrer laererne til & bruke varierte arbeids-
former gjennom hele matematikkoppleaeringen. Vi @nsker at elevene skal ha glede av,
forstd og se nytten av faget og kunne bruke det i videre skolegang, hverdagsliv og yrkesliv.

Vennlig hilsen

jm-w z)(fﬁ:ﬁﬁ L/@’

Anne Man Jensen Kjersti Waege
lektor, Melgy videregaende skole forsteamanuensis, PLU, NTNU
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INNLEDNING

Undersgkende matematikkundervisning

| en undersgkende matematikkundervisning er det fokus
pa elevenes tenking og resonnering. Det legges stor vekt
pa at elevene selv skal finne lgsningsstrategier, metoder
og lgsninger. Elevene skal ikke forsgke a finne «den ene
riktige lasningen» eller «gjette hva laereren tenker». De blir
oppfordret til & finne egne I@sningsstrategier, forklare
hvordan de tenker, og forklare hvorfor det blir riktig.

Flere forskningsstudier viser at elever som erfarer en
undersgkende matematikkundervisning utvikler starre
forstaelse og presterer bedre i matematikk enn elever
som erfarer en mer tradisjonell matematikkundervisning
(Boaler 1998; Cobb, Wood, Yackel & Perlwitz, 1992;
McCaffrey et al. 2001).

Kommunikasjon

Leererens kommunikasjon med elevene er avgjgrende
for a lykkes med en mer undersgkende matematikk-
undervisning. Laereren ma stille dpne spersmal i stedet
for lukkede sparsmal med korte og entydige svar.

I sin kommunikasjon med eleven ma lzereren la eleven

fa sjansen til & forklare hvordan hun tenker og eventuelt
hvor problemet ligger. Det er avgjgrende at leereren tar
seg tid til a lytte til eleven. Laereren kan dermed ta utgangs-
punkt i det eleven har tenkt og begynne derfra nar han
skal hjelpe eleven videre i arbeidet. Som vi kan se i noen av
filmene, er det enkelte ganger tilstrekkelig at lzereren gjor
elevene oppmerksom pd hva oppgaven gar ut pa. Andre
ganger kan det veere nok & stille et spersmal eller gi et hint
som far eleven videre i tenkeprosessen.

For & lykkes med denne typen kommunikasjon er det viktig
at leereren forbereder seg godt pa forhand. Laereren ma ha
tenkt gjennom hvilke problemer elevene kan stote pa, og
hvilke sparsmal eller hint som kan hjelpe dem videre uten
at man gir dem lgsningen. Laerere har ofte en tendens til

a forklare eleven hvordan han eller hun skal lese oppgaven,




og gjerne ogsa hvorfor det blir sann, uten a gi eleven
sjansen til  finne lgsningen selv. La elevene f sjansen
til & finne egne lgsningsstrategier og til & forklare
hvordan de tenker. Bruk dette som et utgangspunkt
for lzeringen i faget. Mange laerere vil sannsynligvis bli
overrasket over hvor mye elevene er i stand til 3 finne
ut selv.

For & kunne gjennomfgre undersgkende matematikk-
undervisning i en klasse med 30 elever kan det veaere
hensiktsmessig a la elevene arbeide i par. To og to par
kan videre sitte sammen i grupper. Da har de sjansen
til @ diskutere og utveksle ideer mens de arbeider med
oppgavene. Med en slik organisering blir det ogsa
lettere for lzereren & fa den faglige oversikten i klassen,
og han kan veilede flere elever samtidig.

Motivasjon

Elevene ma oppleve mestring i matematikktimene,
og de ma fgle at de laerer noe nytt. Det er avgjerende
for elevenes motivasjon at oppgavene er passe
utfordrende (Ryan & Deci 2002). Elevene liker verken
a arbeide med oppgaver som er for enkle eller for
vanskelige (Waege 2007). Inngangsterskelen til
oppleggene bar vaere sa lav at det er mulig for alle
elevene a arbeide med det matematiske problemet.
Samtidig ma det veere mulig for de sterke elevene

a strekke seg sa langt som mulig. Malet er a utvikle
oppgaver som gir elevene muligheter til 4 arbeide
pa ulike nivaer. Denne typen oppgaver kaller vi
gjerne rike oppgaver.

Ifelge sosialkonstruktivistisk leeringsteori konstruerer
elevene sin kunnskap ut fra de erfaringene de har
(Glaserfeld 1995a). Elevene oppfatter ting ulikt og det
er ikke ngdvendigvis en bestemt lgsningsmetode
som er den beste for alle. Det er viktig for elevenes
motivasjon at de far sjansen til tenke selv og a utvikle
egne lgsningsstrategier (Waege 2007).

Undervisningsoppleggene i boka legger opp til at
elevene skal fa muligheten til 4 se systemer og finne
egne metoder. Maten lzereren kommuniserer med
elevene p3, er avgjgrende for a kunne gi elevene
denne muligheten.

Forstaelse

Skemp (1976) skiller mellom instrumentell og relasjonell
forstdelse. Instrumentell forstaelse innebaerer & laere

et gkende antall regler og formler som hjelper eleven

til a finne l@sningen pa oppgavene. Eleven vet hvordan
han skal lase oppgaven. Relasjonell forstaelse inne-
baerer & bygge opp begrepsmessige strukturer og se
sammenhenger mellom begrepene. Det innebaerer a vite
béade hvordan du skal lgse en oppgave og hvorfor det
blir sann.

Elevenes forestillinger om hva matematikk og
matematikkundervisning er, vil pavirke motivasjonen
deres i faget (Kloosterman 1996, 2002). Elever som
har en forestilling om at matematikk dreier seg om

a bruke regler og formler, vil sannsynligvis veere
motivert for a leere regler og formler. De vil ikke veere
motivert for & utvikle relasjonell forstaelse og for

a se sammenhenger i matematikk. Elever som har en
forestiling om at matematikkundervisning innebzerer
at laereren viser regler og eksempler pa tavla, sdnn at
elevene deretter kan lgse oppgaver, vil sannsynligvis
vaere motivert for denne typen undervisning.

Undervisningsoppleggene i boka legger opp til at
elevene skal utvikle relasjonell forstaelse og se
sammenhenger i matematikken. Nar lzereren skal
gjennomfgre oppleggene i boka, er det viktig at han
forteller elevene hensikten med opplegget og at de
vil bli utfordret i forhold til 3 utvikle egne metoder
og forklare hvordan de tenker.




Grunnleggende ferdigheter

De grunnleggende ferdighetene skal vaere integrert

i kompetansemalene i LK06. Vare undervisningsopplegg
fokuserer pa at elevene skal stille spersmal, argumentere
og forklare en tankegang ved hjelp av matematikk. Det
innebaerer at de skal kommunisere ideer, drafte problemer
og lesningsstrategier med andre og sette ord pa oppdag-
elser og ideer, bade skriftlig og muntlig. De skal gve pa

a uttrykke seg ved hjelp av matematiske symboler og

det formelle spraket i faget. De skal utforske og lgse
matematiske problemer hvor det ikke finnes en bestemt
framgangsmate som er kjent for dem. Elevene skal bruke
varierte strategier og vurdere hvor rimelige svarene er. De
bruker digitale verktgy i utforskningen av problemene.
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INNFORING | UOPPSTILTE
LIKNINGER

Kompetansemal: Tall og algebra
* Omforme en praktisk problemstilling til en likning, lese den og vurdere hvor
gyldig Igsningen er (1T)

Leringsmal

* Elevene skal kunne omforme praktiske problemstillinger til likninger

* Elevene skal kunne se sammenhenger mellom praktiske problemstillinger og likninger
* Elevene skal kunne lgse likningene og vurdere hvor gyldig lesningene er

* Elevene skal fa en gkt forstaelse av hva en likning er, og av hva den ukjente betyr

Arbeidsform
La elevene arbeide parvis. Det er viktig 8 oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig
arbeid. Elevene skal skrive ned det de oppdager, badde med ord og matematiske symboler

Tidsbruk og valg av tidspunkt

Selve opplegget vil ta omtrent 1 time. Vianbefaler at det blir satt av 1-2 timer slik at elevene
kan arbeide med oppgaver fra leereboka etter at opplegget er gjennomfert. Velg oppgaver

med ulik vanskelighetsgrad fra boka og la elevene velge, under veiledning av lzereren,

hvilke oppgaver (vanskelighetsgrad) de vil arbeide med. Dette opplegget er en introduksjon
til uoppstilte likninger.

Utstyr
Tellebrikker (kan bestilles hos www.lar-lek.se)

Undervisningsopplegget

Pa de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med
kommentarer til laereren. Elevene skal arbeide med oppgavene i par. Oppgavearket finner
du som kopieringsoriginal pa side 61.

Fer du gjennomfarer opplegget er det viktig at du tenker ngye gjennom hvilke spgrsmal
eller hint du kan gi til elevene dersom de far problemer. Ikke gi elevene svarene. Opplegget
forutsetter at lzereren ikke forteller elevene hvordan de skal sette opp likningene. La elevene
slite en stund fer du gir direkte hjelp. Tenk ogsa over hvordan du kan fa i gang en diskusjon

i oppgave 5.
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1 Du skal bruke 10 brikker til & lage 3 kolonner slik at

* den rgde kolonnen inneholder 3 flere enn den bla kolonnen
* den grenne kolonnen inneholder 1 flere enn den bla kolonnen

La brikkene/kolonnene ligge til oppgave 5.

2 Los oppgaven ved hjelp av likninger.

Kommentar til laereren

Her er det viktig at elevene finner egne mater a sette opp likningene pa. Noen elever vil
sannsynligvis bruke x, y og z for de ukjente, andre vil bruke r, g og b, mens noen kanskje vil
skrive rad, grann og bla. Det er viktig at elevene innser at de ikke alltid ma bruke x, y og z,
men at de kan bruke bokstaver som er logiske i forhold til oppgaven. Om de brukerr, g og b
kan det vaere lettere for mange elever a forsta hva likninger egentlig er.

Du kan gjerne stille gode sparsmal og gi hint til elever som vil ha hjelp og som du vet sliter
med matematikk. Vent i det lengste med & gi dem direkte hjelp. Hvis du ser at flinke elever
strever med oppgaven, sa la dem holde pa en stund for du gir dem hjelp. Vare erfaringer er
at de som regel finner ut at det selv til slutt.

3 Bruk 10 brikker til & lage 3 kolonner slik at

* den bla kolonnen inneholder 3 faerre enn den rgde kolonnen
* den grenne kolonnen inneholder 2 faerre enn den rede kolonnen

La brikkene/kolonnene ligge til oppgave 5.

4 Lgs oppgaven ved hjelp av likninger.

Kommentar til leereren
Disse oppgavene har litt hgyere vanskelighetsgrad enn oppgave 1 og 2.

Matematikksenteret
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INNFORING | UOPPSTILTE LIKNINGER

5 Sammenlikn kolonnene og likningsuttrykkene fra oppgave 1 og oppgave 3.
Forklar hva du ser og hvorfor.

Kommentar til lereren

Elever tror ofte at ndr de skal omforme praktiske situasjoner til likninger, sa er det bare en
mate a velge x (den ukjente i likningen) pa. De stiller ofte fglgende sparsmal: «<Hva skal jeg
velge som x?», «Har jeg valgt riktig x?» Vi vil at elevene, gjennom & gjere disse oppgavene,
skal forsta at hva de velger som x, ikke er avgjgrende for d lgse oppgaven. De vil f samme
losning uansett. Selvfelgelig vil det i enkelte oppgaver vaere hensiktsmessig a velge en
bestemt ukjent som x, men et av malene i dette opplegget er a vise at sammenhengen
mellom de ukjente er konstant, uavhengig av hva de velger som x.

6 Bruk 13 brikker til & lage 3 kolonner slik at

* den rade kolonnen inneholder 2 flere enn den bla kolonnen
* den grenne kolonnen inneholder 3 faerre enn den rgde kolonnen

7 Los oppgaven ved hjelp av likninger.

Kommentar til laereren
Disse oppgavene har hgyere vanskelighetsgrad enn de tidligere oppgavene, da vi ikke tar
utgangspunkt i den samme fargen i begge setningene.

8 Bruk 12 brikker til & lage 3 kolonner slik at

* den rgde kolonnen inneholder 2 flere enn den bla kolonnen
* den grgnne kolonnen inneholder 3 feerre enn den rede kolonnen

9 Lag minst to liknende oppgaver selv.

Kommentar til laereren

Det finnes ingen heltallig l@sning i oppgave 8. Siden dette er en praktisk problemstilling,
finnes det ikke en lgsning pa oppgaven. La elevene forklare (bevise) at det ikke finnes en
I@sning ved & bruke brikkene. Du kan utfordre de flinke elevene til 8 vise at det ikke finnes en
heltallig l#sning ved regning.
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Forberedelse til oppsummering

Pa hvilke mater har elevene lgst den praktiske delen av oppgaven? Har de brukt ulike
strategier? Snakk med elevene og har hvordan de tenkte da de Igste den praktiske delen av
oppgaven. Gjer tilsvarende med den teoretiske delen av oppgaven.

Be elevene forklare hvorfor det ikke finnes noen lgsning pa oppgave 8. Hvis noen elever
mener at lesningen deres er gyldig, la dem begrunne det. Diskuter gjerne dette med
gyldighet av Igsninger.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i,
kan du avtale med dem pa forhand at de skal komme til tavla under oppsummeringen.
Dette er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til & presentere lgsningene sine

i plenum. Det kan foles tryggere for elevene ndr de pa forhand vet at de skal komme til tavla,
og nar de vet hva lzereren gnsker at de skal presentere. Om du avtaler med noen elever pa
forhand sikrer du ogsa at ulike metoder og strategier blir vist under oppsummeringen.

Felles oppsummering og diskusjon
Ta utgangspunkt i elevenes lgsninger og det du har observert ndr du har gatt rundti
klasserommet.

Praktisk del

* Laelevene vise hvordan de lgste den praktiske delen av oppgaven pa overhead.
Hvilke strategier har de brukt? La dem forklare selv. Har de valgt en bevisst strategi,
eller har de provd og feilet?

Teoretisk del

* Laelevene vise hvordan de lgste de teoretiske oppgavene. Diskuter eventuelle ulike
oppsett av likninger. La elevene forklare hvordan de har tenkt.

* loppgave 5 vil elevene se at de far de samme kolonnene som i oppgave 1 og oppgave 3,
og dermed samme svar pa likningene. Er likningene de samme? Hvordan er dette mulig?

* Mange elever tror at ndr man skal stille opp likninger, sa er det bare en riktig mate a gjore
det pa. Oppgaven over viser at det er mange mater a stille opp likninger pa for det samme
problemet.

* Hvorfor finnes det ikke noen lgsning pa oppgave 8? Kan elevene forklare det pa
forskjellige mater?

Utvidelse
* Det er viktig at elevene arbeider med oppgaver fra leereboka i etterkant av opplegget.
Elevene kan fa i lekse & l@se noen av oppgavene de har laget selv.




Kompetansemal: Tall og algebra
¢ Omforme en praktisk problemstilling til et likningssystem, lgse det og vurdere hvor gyldig lasningen er (1T)

Leeringsmal

e Elevene skal kunne omforme praktiske problemstillinger til likningssett

¢ Elevene skal kunne se sammenhenger mellom praktiske problemstillinger,
oppsetting av likningssett, lasning av disse og systematisk tenking

¢ Elevene skal kunne lgse likningssettene og vurdere hvor gyldig lesningene er

¢ Elevenes skal fa en gkt forstaelse av hva en likning er, og av hva den ukjente betyr

Tidsbruk og valg av tidspunkt

Selve opplegget vil ta 1-2 timer. Vi anbefaler at det det blir satt av 2 timer slik at elevene etter opplegget kan arbeide

med oppgaver fra lzereboka. Velg oppgaver med ulik vanskelighetsgrad fra boka og la elevene velge, under veiledning av
lereren, hvilke oppgaver (vanskelighetsgrad) de vil arbeide med. Hvor mange timer elevene skal arbeide med oppgaver fra
boka ma vurderes for hver enkelt klasse. Opplegget kan benyttes som en innfgring til likningssystemer av ferste grad med
to ukjente. Det er spesielt godt egnet som en innfering av addisjonsmetoden, men kan ogsa brukes til repetisjon.

Arbeidsform
La elevene arbeide parvis. Det er viktig 4 oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig arbeid. Elevene skal skrive ned det
de oppdager, bade med ord og matematiske symboler.

Utstyr
Til oppgave 1:
2 vekter, skruer og muttere

Alternativ 1 Alternativ 3

To skruer og to muttere skrudd sammen til ett stykke To skruer og to muttere skrudd sammen til ett stykke

To skruer og en mutter skrudd sammen til ett stykke En skrue og tre muttere skrudd sammen til ett stykke

Alternativ 2 Alternativ 4

To skruer og en mutter skrudd sammen til ett stykke To skruer og tre muttere skrudd sammen til ett stykke
En skrue og tre muttere skrudd sammen til ett stykke To skruer og to muttere skrudd sammen til ett stykke

Til oppgave 2:

40 fyrstikker og 24 tellebrikker (kan bestilles hos www.lar-lek.se)
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Undervisningsopplegget
Pa de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med kommentarer til lzereren.

Elevene skal samarbeide i par om a lgse oppgavene. Oppgavene finner du som kopieringsoriginal pa side 62.

For du gjennomferer opplegget, er det viktig at du tenker ngye gjennom hvilke spgrsmal eller hint du kan gi til elevene
dersom de far problemer. Ikke gi elevene svarene. Opplegget forutsetter at laereren ikke forteller elevene hvordan de
skal sette opp likningsettene.

Introduksjon
Presenter planen for timene og laeringsmalene. Elevene organiseres i par. Hvert par far utdelt en pose med skruer og
muttere som er skrudd sammen. Det er ikke lov a skru delene fra hverandre.

Ikke fortell elevene at du har satt fram vekter ved tavla. La elevene finne ut selv at de er ngdt til a fa vite hvor mye de
sammenskrudde skruene og mutterne veier.

Oppgave 1
Skruer og muttere
Utstyr: Hver gruppe far utdelt et sett med skruer og muttere. Eksempel:

2 skruer og 1 mutter er skrudd sammen
2 skruer og 2 muttere er skrudd sammen

Hvor mye veier en skrue? Hvor mye veier en mutter? Det er ikke lov til & skru dem lgs fra hverandre.

Kommentar til lsereren

Ga rundt blant elevene og se hvordan de lgser oppgaven. Bruker elevene likninger, eller tenker de systematisk uten
a bruke likninger? Be elevene forklare hvordan de tenker: «<Hvordan tenkte du?»

Noen sett med skruer og muttere er slik at det er ganske lett a finne svarene uten & sette

opp en likning mens med andre sett er det vanskeligere. Hvis du kjenner klassen godst, kan du planlegge pa forhand
hvilke elever som skal ha de ulike posene. La gjerne elevene bytte poser etter hvert som de finner vekten til skruene
og mutterne i posen de har fatt.

Utfordre elevene til & finne lesningen pa flere mater:

- Dersom elevene har lgst oppgaven uten a bruke likninger kan du fgrst be dem

forklare hvordan de har tenkt. Kan du sette opp likninger som viser sammenhengen mellom vekten av skruer og muttere?
Kan du lgse likningssystemet? Ser du noen sammenheng mellom de ulike metodene du har brukt? | sa fall, kan du forklare
denne sammenhengen? Gi elevene hint eller still gode sparsmal hvis det er aktuelt.

Nasjonalt senter for
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- Dersom elevene har lgst oppgaven ved hjelp av likninger kan du forst be dem forklare hvordan de har tenkt.
Kan du finne en lgsning ved & tenke systematisk uten a bruke likninger? Er det en sammenheng mellom mater a lgse
likninger pa og praktisk tenking for a finne svarene? | sé fall, kan du forklare denne sammenhengen?
Gi elevene hint eller still gode spgrsmal dersom det er aktuelt.

- Det er viktig at elevene finner egne mater a sette opp likningene pa. Noen elever vil sannsynligvis bruke x og y for de
ukjente, andre vil bruke s og m, mens noen kanskije vil skrive skruer og muttere. Det er viktig at elevene innser at de ikke
alltid ma bruke x og y, men at de kan bruke bokstaver som er logiske i forhold til oppgaven. Ved & bruke s og m kan det
veere lettere for mange elever & forsta hva likninger egentlig er.

- Huvis elevene spgr om de har fatt riktig svar, gir du dem en skrue og en mutter og ber dem veie dem selv for a sjekke
I@sningene sine.

Forberedelse til oppsummering

Det er to hovedmal med oppsummeringen. Det farste mélet er & vise at man kan finne lgsningen pa flere mater, og at det er
en sammenheng mellom de forskjellige metodene. Det andre malet er a vise spesifikt at man kan sette opp et likningssystem
og lgse det, og at denne metoden kan illustreres, eller har ssmmenheng med a tenke systematisk med utgangspunkt i den
praktiske oppgaven.

Var erfaring er at addisjonsmetoden er den metoden som passer best til & forklare den praktiske systematiske tenkingen/
resonneringen i denne oppgaven. Dersom opplegget brukes til repetisjon, tar du utgangspunkt i metodene elevene har brukt
tidligere.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i, s& kan du avtale med dem pa
forhand at de skal komme til tavla under oppsummeringen. Det er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til &
presentere lgsningene sine pa tavla. Det kan fales tryggere for elevene nar de pa forhand vet at de skal komme til tavla og
nar de vet hva laereren gnsker at de skal presentere. Ved & avtale med noen elever pa forhand sikrer du at ulike metoder og
strategier blir vist under oppsummeringen.

Felles oppsummering og diskusjon

Ta utgangspunkt i elevenes l@sninger og det du har observert nar du har gétt rundt i klasse-rommet. La elevene forklare hva
de har gjort, og hvordan de har tenkt. Utnytt det de har funnet og forsgk & lage en struktur pa det slik at de to mélene med
oppsummeringen blir nadd.

Oppgave 2: Griser og hgns
Utstyr: 40 fyrstikker og 24 brikker
Pa garden til Truls er det griser og hens. | felge Truls, har disse dyrene til saimmen 40 ben og 24 gyne.

1 Finn ut hvor mange griser og hvor mange hens Truls har pa garden sin,
bade ved hjelp av fyrstikker og brikker, og ved hjelp av likninger.

2 Anta deretter at et ukjent antall stalormer sniker seg inn pa garden. Det totale antall gyne og ben er
det samme som fgr. Hvor mange griser, hvor mange hens og hvor mange stdlormer har Truls pa garden sin na?




Kommentar til lereren
Denne oppgaven har hgyere vanskelighetsgrad enn oppgaven med skruer og muttere.

Ga rundt blant elevene og se hvordan de lgser oppgaven. Bruker elevene likninger eller tenker de systematisk uten & bruke
likninger? Be elevene forklare hvordan de tenker: «Hvordan tenkte du?»

Utfordre elevene til & finne lesningen pa flere mater:

- Dersom elevene har lgst oppgaven uten a bruke likninger kan du fgrst be dem forklare hvordan de har tenkt.
Kan du sette opp likninger som viser ssmmenhengen mellom griser og hgns? Kan du lgse likningssystemet?
Ser du noen sammenheng mellom de ulike metodene du har brukt? | sa fall, kan du forklare denne sammenhengen?
Gi elevene hint eller still gode spersmal dersom det er aktuelt.

- Dersom elevene har Igst oppgaven ved hjelp av likninger kan du fgrst be dem forklare hvordan de har tenkt.
Kan du finne en lgsning ved & tenke systematisk uten & bruke likninger? Er det en sammenheng mellom mater 4 lgse
likninger pa og praktisk tenking for a finne svarene? | sé fall, kan du forklare denne sammenhengen? Gi elevene hint
eller still gode spersmal dersom det er aktuelt.

- Det er viktig at elevene finner egne mater a sette opp likningene pa. Noen elever vil sannsynligvis bruke x og y for de
ukjente, andre vil bruke g og h, mens noen kanskje vil skrive griser og hgns. Det er viktig at elevene innser at de ikke
alltid ma bruke x og y, men at de kan bruke bokstaver som er logiske i forhold til oppgaven. Om de bruker g og h,
kan det veere lettere for mange elever & forsta hva likninger egentlig er.

- loppgave 2 ma elevene tenke logisk og preve og feile, praktisk og/eller ved regning.

Forberedelse til oppsummering
Mélet med oppsummeringen er a vise at man kan finne lesningen pa flere mater, og at det er en sammenheng mellom
de forskjellige metodene.

Felles oppsummering og diskusjon

Ta utgangspunkt i elevenes Igsninger og det du har observert nar du har gétt rundt i klasserommet. La elevene forklare
hva de har gjort og hvordan de har tenkt. Utnytt det de har funnet, og forsgk & lage en struktur pa det slik at malet med
oppsummeringen blir nadd.

Videre arbeid

Det er viktig at elevene arbeider med oppgaver fra laereboka etter a ha gjennomfgrt dette undervisningsopplegget.
Som vi har skrevet ovenfor: Velg oppgaver med ulik vanskelighetsgrad fra boka og la elevene velge, under veiledning
av lereren, hvilke oppgaver (vanskelighetsgrad) de vil arbeide med. Hvor mange timer elevene skal arbeide med

oppgaver fra boka, ma vurderes for hver enkelt klasse.
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Kompetansemal: Tall og algebra
¢ Finne og analysere rekursive og eksplisitte formler for tallmgnstre med og uten digitale
hjelpemidler, og gjennomfare og presentere enkle bevis knyttet til disse formlene (R2)

Leringsmal

* A kunne utforske matematisk ved & samle erfaringer, systematisere, se ssmmenhenger
og generalisere

* Akunne stille nye sparsmal i matematikk pa grunnlag av problemer man arbeider med

* A utvikle flere strategier for & lose problemer

* Akunne se hva som kreves av et bevis, og & kunne gjennomfare et matematisk bevis

Arbeidsform
La elevene arbeide parvis. Det er viktig 8 oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig
arbeid. Elevene skal skrive ned det de oppdager, bdde med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk
En dobbelttime. Elevene ma ha arbeidet en del med algebra pa forhand.

Utstyr
Hundrekart og tellebrikker (kan bestilles hos www.lar-lek.se)
Kopieringsoriginal av hundrekartet finner du pa side 63.

Undervisningsopplegget:
Denne oppgaven er dpen i den forstand at det ikke er formulert sparsmal hvor elevene skal
finne de riktige svarene. Det er et opplegg hvor elevene skal arbeide med utforskning.

Utgangspunktet er hundrekart og plastbrikker, og matematikken ma tas i bruk som et
verktoy for a observere, eksperimentere, gjette pa systemer, prgve ut og verifisere eller
forkaste gjetningen. De ma analysere, systematisere og generalisere. De inviteres ogsa selv
til 3 formulere nye problemstillinger med utgangspunkt i systemet de forsker pd. Og til slutt
kreves at de skal bevise at systemene de har funnet, er allmenngyldige.

s W
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I slike utforskningsoppgaver far elevene erfaring i a tenke matematisk. Vi gnsker at de skal

utvikle et repertoar av strategier for a lgse matematiske problemer, og at de skal oppleve at
matematikk er mer enn & bruke faste innlaerte metoder til & lzse bestemte typer oppgaver.

Det gjelder ikke bare a huske regler og prosedyrer, men a veere kreativ og vage a prove seg
fram og gjere sine egne erfaringer.

Et slikt arbeid er ogsa en utfordring for lzereren. Her kan problemstillingene ta mange ulike
retninger, og det finnes ingen fasit. Vi oppmuntrer ogsa leereren til a vage é la elevene ta
styring over utforskningsarbeidet.

| dette opplegget vil ulike elever utfordres pa ulike nivaer. For noen elever vil det vaere et mal
& kunne se og beskrive mgnsteret i 2 x 2-kvadrater og kanskje utvide det til stgrre kvadrater.
Det kan vaere en hjelp a fa tips om at resultatene kan fylles inn i en tabell.

For andre elever vil det vaere en passende utfordring a finne et system i alle rektangler og
kvadrater. Nar de kjenner systemet, kan de da si hvilke rektangler som gir et bestemt svar
pa regnestykket?

Elevene utfordres 0gsa til & bevise de ulike systemene ved a bruke algebra for & generalisere.
Noen elever vil kanskje utvikle menster i andre figurer enn kvadrater og rektangler. De vil
stote pa nye, men tilsvarende problemer.

Leereplanen sier at «problemlgysing hgyrer med til den matematiske kompetansen. Det er
a analysere og omforme eit problem til matematisk form, lgyse det og vurdere kor gyldig
det er. Dette har 0g spraklege aspekt, som det a resonnere og kommunisere idear». Dette
er ferdigheter som ma gves gjennom matematikkundervisningen pa alle trinn. | dette
opplegget refererer vi til kompetansemal i R2, men det er viktig at elevene tidlig far erfaring
med problemlgsning. Opplegget med hundrekartet gir problemstillinger som kan passe for
ulike nivaer og klassetrinn.

Pa de neste sidene er gangen i arbeidet med en slik undersgkelsesoppgave skissert. Det er
ikke laget elevark med oppgaver til dette emnet. Her skal elevene fa arbeide mest mulig fritt.
Pass pa at det settes av tid i slutten av gkta til oppsummering.
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Gangen i arbeidet
Del forst ut hundreark og brikker til elevene:

1 Be elevene om & legge brikkene slik at de danner et 2 x 2-kvadrat, hvor som helst
pa hundrekartet. Nedenfor finner du to eksempler pa plassering av brikkene.

' ‘ 3 4 5 6 7 8 9 10
' " 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 2w 28m 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38k 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

Gi elevene instruksjonene nedenfor. Be dem om & skrive hvilke tall de velger, og
utregningene de gjgr.

Elevene skal bruke de fire tallene i rutene til et regnestykke etter et bestemt monster:
Tallene som danner en diagonal fra avre hayre til nedre venstre hjorne multipliseres med
hverandre. Trekk sa ifra produktet av tallene i den andre diagonalen.

Be elevene om & finne svaret pa regnestykket i eksempelet ovenfor: 2+11-1+12=
Sammenlikn svarene elevene har fatt. Be elevene undersgke hva som skjer nar de legger

stadig sterre kvadrater pa hundrekartet. Mange kan trenge hjelp til 3 velge strategier som
kan vaere nyttige for & se systemer. En slik strategi er & sette resultatene opp i en tabell:

Matematikksenteret
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Tallene i kvadratet

M

27

37

12

28

38

Regnestykket Regn ut
gvre hgyre « nedre venstre — gvre venstre « nedre hgyre

2:11-112=22-12=

28+37-27+38=1036-1026=

2 Etter at elevene har arbeidet en stund med dette, kan det passe a ta en plenumssamtale.
Hva har de oppdaget? Ser det ut til & vaere noe system her?
NB!Vent med a forklare eller vise systemet generelt for alle. Det er viktig a forsikre seg om
at alle har forstatt hva de skal gjere.

3 Be elevene fortsette undersgkelsen av liknende tilfeller. Det betyr at elevene selv
ma bestemme seg for hva slags lignende tilfeller de vil fortsette a undersgke. Noen vil
komme til & legge stadig sterre kvadrater, andre vil legge rektangler. Det er ogsé mulig
a legge fire brikker i andre mgnster.

Utfordring til elevene

Formuler skriftlig hva du vil fortsette a8 undersgke.

Formuler ogsa dine egne gjetninger:
Tror du resultatene vil fglge et bestemt mgnster?
I tilfelle: Hvilket manster? Sjekk om det stemmer.
Skriv ned det du erfarer og finner ut.
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4 Prov a hjelpe elevene til & finne ut mest mulig selv. Mange kan trenge hjelp til
a velge strategier som kan vaere nyttige for  se systemer.

Storrelse pa Svaret pa regnestykkene laget med tall etter systemet

kvadratet som | gyre hoyre - nedre venstre — gvre venstre - nedre hayre
dannes av

brikkene
2x2

3x3

4x4

8x8

nxn

5 Nar elevene har funnet en del systemer, er det tid for & generalisere og vise hvorfor alle
kvadratene med samme stgrrelse gir samme svar.

Anbefal dem & begynne med det enkleste - kvadratet fra pkt. 1.
Hvordan vil de bygge opp et slikt bevis?

a Det ma farst presiseres hva man vil bevise. Be elevene skrive det som en
pdstand som skal bevises.
b Et bevis skal gjelde generelt, s3 de ma generalisere. Gi elevene et hint:
Kall tallet i en av rutene for a. Kan tallene i de andre rutene uttrykkes ved hjelp av a?
¢ Regn ut det generelle tilfellet etter de samme reglene som for. Blir systemet bekreftet?
d Skriv til slutt en konklusjon, den skal relateres til pastanden.

Tilsvarende metode kan brukes til 4 bevise systemene som skapes dersom brikkene
legges ut i andre mgnster.

Nasjonalt senter fo




Forberedelse til oppsummering og oppsummering
* Harelevene sett ulike systemer? Hvilke?

* Huvilke strategier har de brukt?

* Hva matil for & sette opp et bevis?

Finn i lgpet av gkta noen elever som kan presentere arbeidet sitt i oppsummeringen.
Slik kan man fa belyst flere mater a lgse problemene p3, elevene far gving i a vise og
begrunne strategiene sine og eksemplene som trekkes fram kan brukes til en konklusjon.

Forslag til lesninger

Forklaring ved hjelp av algebra:

Hvis vi velger et kvadrat av fire ruter hvor som helst i hundrekartet, og kaller tallet

i pverste venstre rute for a, hvordan kan vi da skrive tallene i de tre andre rutene ved
hjelp av a?
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Lag na et regnestykke etter samme regler som i forrige oppgave, men bare ved hjelp av
de fire talluttrykkene som inneholder a. Hva blir svaret i dette regnestykket?
Stemmer det med det du fant ut i forrige oppgave?

Tallene i de fire rutene kan skrives slik:

a+1

a+10

a+11

Og regnestykket blir:

@+N-@+10)-a-(@+11)=

a’+a+10a+10-a*-11a=10

Dette vil alltid gjelde i 2 x 2-kvadrater i hundrekartet, fordi vi har vist det for et generelt tilfelle.

Oppgave

Elevene kan for eksempel utvide denne oppgaven ved & lage stadig sterre kvadrater:
Legg brikkene i hjgrnene av et 3 x 3-kvadrat:

1
21
31
41
51
61
71
81
91

2
12
2
32
42
52
62
72
82
92

3
13
23
33
43
53
63
73
83
93

4
14
24
34
44
54
64
74
84
94

5

15
25
35
45
55
65
75
85
95

6
16
26
36
46
56
66
76
86
96

7
17
27
37
47
57
67
77
87
97

8
18
28
38
48
58
68
78
88
98

9
19
29
39
49
59
69
79
89
99

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
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Vi lager regnestykke etter ssmme mgonster:

Multipliser tallet i avre hoyre hjgrne med tallet i nedre venstre hjorne og trekk fra produktet
av tallene i gvre venstre hjorne og nedre hayre hjorne.

| eksempelet over blir regnestykket3+21-1.23 =

Hva blir svaret?

Legg brikkene ut i samme mgnster pa andre steder pa hundrekartet, lag regnestykker
og regn ut. Hva ser du?

Prov a forklare hvorfor det blir slik du ser. Du kan forklare med ord eller pa
algebraspraket (dvs. med bokstaver).

Hva skjer hvis vi i stedet for kvadrater legger brikkene ut i rektangelform?
Hva blir svaret pa regnestykket om vi lager et 2 x 3-rektangel?

Bade de turkise og de oransje brikkene nedenfor ligger i 2 x 3-mgnster, men ikke pa
samme mate. Vikan godt kalle formene 2 x 3 og 3 x 2. Blir det forskjell pa svarene i
regnestykkene i de to tilfellene?

1‘2'3 4 5 6 7 8 9 10
1

1 12 13 14 150016 170018 19 20
2@ 2@ 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 3 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 5 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 8 8 8 8 87 8 8 90
91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100
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Oppgave
- Kan du legge brikkene i rektangler slik at svaret pa regnestykket blir 307
Hvordan ma de eventuelt legges da?

- Kan du legge brikkene slik at svaret blir 50?
Enn 60?7 70? 80?7 90? Forklar hva du gjer!

- Er det noen av disse oppgavene som kan lgses pa flere mater,
dvs. ved a legge ulike rektangler?

Generalisering

Vi tenker oss igjen at vi starter i et tilfeldig valgt tall a. Sa tenker vi oss at vi legger
brikkene i et tilfeldig valgt rektangel med bredde b og heyde h. Det betyr at tallet
i ovre hgyre rute blira + (b - 1) og i nedre venstre hjgrne a + 10 (h - 1). Hvorfor blir
det slik?

a a+((b-1)

a+10(h-1) (@+10(th-1))+(b-1)

Matematikksenteret
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- Finn svaret pa regnestykket i hundrekartet pa forrige side.

- Forklar hvorfor lgsningen ikke er avhengig av tallet a som vi tok utgangspunkt i.

- Sammenlikn I@sningen du har fatt her med det du har regnet ut tidligere.
Stemmer den generelle Igsningen med utregningene du har gjort i eksemplene ovenfor?

- Den generelle Igsningen kan skrives som 10(b - 1) (h - 1).
- Forsok a arbeide med svaret du fikk til du far det pa denne formen.

- Forklar hvorfor denne Igsningen sier oss at vi far ssmme svar om et rektangel «ligger»
eller «star pa haykant» , bare det er like stort.

Andre muligheter for a utvide oppgaven
- | stedet for et 10 x 10-ark, kan vi bruke 7 x 7, 8 x 8 eller 9 x 9 osv.

- Vikunne ogsa ha forsket pa hva som skjer om vi legger andre former enn rektangler.




ANDREGRADSFUNKSJONERI
INTRODUKSJON TIL ANDREGRADSFUNSJONER

Kompetansemal: Funksjoner

+  Gjore greie for funksjonsbegrepet og tegne grafer ved & analysere funksjonsbegrepet (1T)
Bruke digitale hjelpemidler til & drafte polynomfunksjoner (1T)

+Undersgke funksjoner som beskriver praktiske situasjoner (1P)

Laeringsmal
« Elevene skal bli kient med andregradsfunksjoner og grafene deres
+ Elevene skal bli kient med navn og begreper knyttet til dette emnet

Aktuelle navn og begreper
Funksjonsnavn, fri variabel, andregradsledd, farstegradsledd, konstantledd, koeffisient,
toppunkt, bunnpunkt, skjeeringspunkt, parabel

Arbeidsform

Dette er et introduksjonsopplegg hvor elevene blir kient med funksjonsuttrykk,

grafene til andregradsfunksjoner, viktige punkter pa grafene, navn og begreper knyttet til
andregradsfunksjoner. Utforskningsarbeidet gjeres med digitale hjelpemidler (GeoGebra).
Elevene skal ogsa regne ut tabellverdier, de skal plotte punkter i et koordinatsystem og
tegne graf for hand.

La elevene arbeide parvis. Det er viktig & oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig
arbeid. Elevene skal skrive ned det de oppdager, bade med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
En dobbelttime. Opplegget kan brukes i begynnelsen av arbeidet med
andregradsfunksjoner/polynomfunksjoner.

Utstyr
PC med GeoGebra
Konvolutter med kort - laereren ma gjere disse klar pa forhdnd

Pa side 64 finner du en kopieringsorignal med uttrykk og utsagn som hgrer sammen.
Klipp etter de stiplede linjene og legg et sett lapper i hver konvolutt. Skriv funksjonsuttrykket
g(x) = 2x* - 8x + 6 utenpa konvoluttene.

Matematikksenteret
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Undervisningsopplegget

1 Innled timen med & presentere malet for gkta: at elevene skal bli kjent med
andregradsfunksjoner og grafene deres, og med navn og begreper knyttet til
andregradsfunksjoner.

Be elevene skrive eksempler pa andregradsfunksjoner i boka si. De kan gjerne snakke
sammen to og to. Elevene far 2-3 minutter pa oppgaven. Deretter ber du dem presentere
forslagene sine. Skriv forslagene pa tavla. Du kan gjerne komme med egne eksempler.

Be elevene om a skrive de presenterte eksemplene i boka si.

Be elevene skrive ned hva som er kjennetegnet pd en andregradsfunksjon og be dem
deretter diskutere formuleringene sine to og to.

Leereren ma forsikre seg om at det blir tydelig at det er andregradsleddet som er
kjennetegnet.

Presenter noen faguttrykk
- Funksjon: Et matematisk uttrykk som beskriver en sammenheng mellom to starrelser.

- Funksjonens navn. Pa ungdomsskolen ble alle funksjoner skrevet pa formeny = ax + b.
Na trenger vi en skriveméate som er slik at vi kan skille funksjonene fra hverandre. Det er
nyttig ndr vi tegner flere funksjoner i samme koordinatsystem i GeoGebra. Det er viktig
at elevene blir klar over at vi kan gi funksjonen navn, og at vi da kan velge selv. Det er
vanlig at navnet til en funksjon bare er en bokstav.

- Den frivariable, x: Vi kan fritt bestemme hvilken verdi x skal ha.

- Andregradsledd, farstegradsledd og konstantledd: Konstantledd og ferstegradsledd er det
samme som i fgrstegradsfunksjonen (sammenlikn).

- Koeffisienter. Dette begrepet er det greit & ha pa plass til vi senere skal snakke om a, b og
ciandregradsuttrykk.




ANDREGRADSFUNKSJONERI
INTRODUKSJON TIL ANDREGRADSFUNKSJON

3 Velg sd ut to eller tre av funksjonene som er foreslatt av elevene, og be dem tegne
grafene i GeoGebra. Laereren kan selvsagt ogsa supplere med eksempler, for eksempel
hvis ingen elever har foreslatt andregradsledd med negativ koeffisient.

Flere faguttrykk
- Toppunkt / bunnpunkt

- Skjeeringspunkt med y-aksen: Svarer til konstantleddet slik som
i forstegradsfunksjonen, dvs. der x =0

- Skjeeringspunkt med x-aksen svarer til nullpunkter, dvs. dery =0

Be elevene skrive ned hva de mener er kjennetegn til grafen til en andregradsfunksjon,
hva som er karakteristisk uansett hvilket funksjonsuttrykk som brukes. Etterpa diskuterer
og vurderer dere forslagene i samlet klasse. Innfgr navnet parabel pa denne typen grafer.

4 Gielevene konvoluttene som du har gjort ferdig pa forhand. For & finne fram til
uttrykkene som hgrer sammen, ma elevene kjenne funksjonen som oppgaven bygger pa
(skriv funksjonen utenpa konvolutten), og de ma se grafen til funksjonen (bruk GeoGebra).
Uttrykkene hgrer sammen i tripler, en av hver farge.

Oppsummer arbeidet i fellesskap. Det er greit & fa en oversikt over alle faguttrykk som
harer til emnet, og at misforstaelser kommer opp og blir korrigert.

5 Det er tid for 4 tegne en andregradsfunksjon pa papiret:

Bruk funksjonen g(x) = 2x* - 8x + 6 som de allerede har studert.

Be elevene lage en tabell, tegne koordinatsystem, plotte punkter og tegne graf. De har
samme graf i GeoGebra og kan sammenlikne med den. Hvordan skal en parabel se ut der
krumningen er stgrst? (Den skal ikke veere spiss!)

Merk: | oversikten over viktige begreper er ikke begrepene gyldighetsomrade,
definisionsmengde og verdimengde tatt med. De ber foyes til vokabularet etter hvert.
Men det kan veere aktuelt & sparre allerede na: Nar grafen tegnes, hvor begynner den?
Og hvor slutter den?
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6 Flere gvingsoppgaver i & tegne grafer pa papir.

h(x)=x*-5x+4 Her vil bunnpunktet komme mellom to
heltall pa x-aksen. Sjekk hvordan elevene
l@ser problemet.

s(X) =-x2+2x+3 Har rekkefelgen av leddene noe a si?

k(x) =5 -4x + x2 Det er en utfordring & regne
tabellverdier med negativ koeffisient i
andregradsleddet.

Oppsummering
Timen avsluttes med at elevene oppsummerer i to kolonner pa et blankt ark. Ta en kort
muntlig oppsummering av det elevene har notert.

Nye begreper Hva betyr de?

Videre arbeid
| det videre arbeidet med andregradsfunksjoner og grafer er det naturlig a bruke bade papir
og blyant og graftegneprogram pa PC-en (GeoGebra).

For noen elever kan regning av tabellverdier og/eller plotting inn i koordinatsystemet bli for
vanskelig. La disse elevene fa bruke graftegneprogrammet, men pass pa at eleven klarer a
skrive inn funksjonsuttrykket riktig.

Nar man kommer til anvendelser der funksjonen beskriver noe konkret: Fokuser pa
forstaelsen av sammenhengen mellom den konkrete situasjonen og forlgpet av grafen.

Nasjonalt senter for




ANDREGRADSFUNKSJONERII
A UTFORSKE SAMMENHENGEN MELLOM FUNKSJONSUTRYKK OG GRAF

Kompetansemal: Funksjoner

* Gjore greie for funksjonsbegrepet og tegne grafer ved a analysere funksjonsbegrepet (1T)
* Bruke digitale hjelpemidler til 3 drafte polynomfunksjoner (1T)

* Undersgke funksjoner som beskriver praktiske situasjoner (1P)

Leaeringsmal
* Elevene skal bli kient med egenskapene til andregradsfunksjoner og sammenhengen
mellom funksjonsuttrykk og graf ndr koeffisientene i polynomet varierer.

Et nytt begrep elevene skal lzere er ekstremalpunkt. For a fa topp- eller bunnpunkt markert
ved hjelp av dataprogrammet GeoGebra ma man bruke kommandoen «ekstremalpunkt».
Se pkt. 4 pa elevarkene.

Arbeidsform

Utforskningsarbeidet gjgres med digitale hjelpemidler (GeoGebra), sé elevene md

arbeide med (hver sin) PC. La elevene arbeide to eller tre sammen, gjerne rundt én PC.

Det vil stimulere samtalen, og det blir vanskeligere a «lure seg unna» med uvedkommende
gjoremadl pa datamaskinen. Det er viktig & oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig
arbeid. Elevene skal skrive ned det de oppdager, badde med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
Opplegget vil ta en dobbelttime. Opplegget kan brukes som en fortsettelse av opplegget
«Andregradsfunksjoner | - Introduksjon til andregradsfunksjoners.

Utstyr
PC med GeoGebra
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Undervisningsopplegget
Pa de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med
kommentarer til lzereren. Oppgavene finner du som kopieringsoriginal pa side 65-67.

Elevene arbeider med oppgavearkene gjennom hele gkta.

Selv om det forutsettes at elevene er litt kjent med GeoGebra, er det tatt med en del
forklaringer pa hvordan programmet skal brukes i dette opplegget. Det er viktig at laereren
har prevd ut hele opplegget pa forhand. Leereren ma vite ngyaktig hva som skal gjeres i de
enkelte punktene, og tenke gjennom hvilke problemer som kan oppstad, sa vel tekniske
som faglige.

Det er viktig at elevene samarbeider. De kan hjelpe hverandre til & forstd, og de kan diskutere
I@sninger og hvordan de kan formulere seg skriftlig. Det er viktig at samtlige elever skriver

- 0g tegner — underveis i arbeidet, pa en slik mate at det er enkelt & finne notatene igjen og
bruke dem nar de senere fortsetter & arbeide med andregradsfunksjoner.

| oppgavene der elevene skal la en og en koeffisient variere, er det viktig d se ngye etter bdde
hva som forandres pa/med grafen, og hva som ikke forandres. Det kan veere lurt & stoppe
arbeidet iblant, farste stopp kan vaere etter at de fleste har skrevet ned lgsninger pa pkt. 2.
Hor pa ulike ideer og forslag til Iasninger, og serg for at alle forstar hva vi mener nar vi sper
om «hva som forandres, og hva som ikke forandres».

Kommentar til lsereren

Innled med & presentere leeringsmalet for gkta. Presenter deretter den generelle formen til
andregradsfunksjonen. La elevene komme med forslag til verdier for a, b og ¢ og skriv opp
funksjonsuttrykkene dere far. Det er viktig a ta dette grundig. Her star a, b og ¢ for ukjente
tall som er faste, mens x stdr for ukjente tall som kan variere. Det kan ta litt tid 4 venne seg
til slike skrivemater. Bruk navnet koeffisient pa a, b og c.

Den generelle formen til en andregradsfunksjon er f(x) = ax* +bx +c.
Her star a, b og c for faste tall som vi setter inn i uttrykket, koeffisienter. | denne oppgaven
skal vi velge mange ulike verdier for koeffisientene a, b og ¢, og se hvordan de ulike verdiene

pavirker formen til funksjonens graf.




ANDREGRADSFUNKSJONERII
A UTFORSKE SAMMENHENGEN MELLOM FUNKSJONSUTRYKK OG GRAF

1 Forberedelse i GeoGebra:
For & kunne variere verdien av a, b og c pa en enkel mate ma man ferst legge inn glidere.
Velg Glider i nedtrekksmeny nr. 2 fra heyre. Nar du sa klikker i tegneflata, far du opp et
vindu som lar deg velge navn pa glider, intervall, animasjonstrinn med mer. Legg inn tre
glidere, a,bogc.

Du kan na klikke pa pilen gverst til venstre («flyttepilen»). Nar du sa peker pa punktet pa
tallinja til a, kan du dra punktet fram og tilbake pa linja og samtidig variere verdien til a.
Tilsvarende for linjene til b og c. (Du kan forandre egenskapene til ei slik glidelinje ved

a peke pa den, hayreklikke og velge «egenskaper».)

2 Begynn med & skrive inn i inntastingsfeltet f(x) = a* x> +b * x + ¢ etterfulgt av «enter».
Da tegnes det en graf i koordinatsystemet.

(Merk: Du ma enten ha stjerne (multiplikasjon) eller mellomrom mellom x og en annen
bokstav nar du skriver i GeoGebra. («<Opphayd i andre» skrives Alt+2.)

Sergsaforata=1,b=10gc=1,ved aflytte pa gliderne pa tallinjene. | algebravinduet
stardetnd f(x) =1x> +1x+1.

Velg «flyttepilen» og la verdien til c variere ved a skyve pa punktet pa glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nar verdien til c varierer mens verdiene til a og b holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Kontroll
La a og b fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til c variere. Stemmer det
du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt stemmer eller ikke stemmer.

Kommentar til laereren

Det er viktig at elevene formulerer svarene sine skriftlig. Her kan det veere naturlig a stanse
og heore hva elevene har skrevet. Du kan spgrre elevene: «<Hvorfor skrev du det slik?» Det er
viktig at du stiller sparsmal bade til elever som har tenkt riktig, og til elever som har misfor-
statt. Pass pa at alle forstar hva som er ment i kontrolloppgaven.
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3 Ta pa nytt utgangspunkt i grafen til f(x) = 1x” + 1x + 1. Denne gangen skal verdiene
til b og c veere fast, mens du lar verdien til a variere ved a bruke glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nar verdien til a varierer mens verdiene til b og c holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Kontroll
La b og c fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til a variere. Stemmer det
du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt stemmer eller ikke stemmer.

Kommentar til lzereren
Det er tid for en ny oppsummering i plenum. Hva har de skrevet? Hvorfor?
Stemmer reglene og systemet ndr de kontrollerer med andre verdier av b og c?

4 Taenda en gang utgangspunkt i grafen til f(x) =1x* +1x+1.
Denne gangen skal verdiene til a og c vaere fast, mens du lar verdien til b variere ved
a bruke glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nar verdien til b varierer mens verdiene til a og c holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Vi kan bruke sporing til hjelp for & beskrive det som skjer med grafen nadr vi lar verdien

til b variere: | kommandofeltet nederst til hgyre finner du «Ekstremalpunkt». Klikk pa det.
Da star det i inntastingsfeltet «Ekstremalpunkt [ 1». Inne i klammeparentesen skriver vi
funksjonens navn: [f]. Det betyr at vi ber programmet markere ekstremalpunkt

(= topp- eller bunnpunkt) pa grafen til funksjonen f.

Sa peker vi pa bunnpunktet pa grafen, hayreklikker og velger «SIa pa sporing». Na kan du
pa nytt la b variere pa glideren. Sporingen kan gjgre det lettere & beskrive hva som skjer
med grafen nar verdien til b varierer.

Kontroll
La a og c fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til b variere. Stemmer det
du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt stemmer eller ikke stemmer.




ANDREGRADSFUNKSJONERII
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Kommentar til laereren

Pass pa at alle far til a sette pa sporing. Nar elevene bruker sporing, blir det for mange enklere
a beskrive hva som skjer med grafen ndr verdien til b varierer. Har du elever som trenger en
ekstra utfordring? Be dem finne funksjonsuttrykket til grafen som tegnes ved sporingen. Sa
kan de bruke dette til & beskrive hva som skjer nar b varierer.

La elevene arbeide i eget tempo. Bruk tid til a lytte til og snakke med elevene, oppmuntre
dem til 8 samtale og diskutere seg imellom. Pass pa at de kontrollerer alle I@sningene sine
ved & tegne i GeoGebra. Det finnes ingen annen fasit til disse oppgavene.

Forberedelse til oppsummering

Pa hvilke mater har elevene lgst oppgavene? Har de brukt ulike strategier? Snakk med
elevene og her hvordan de tenkte da de lgste oppgavene. Det bgr bli tid til a diskutere i
plenum Igsningene pa oppsummeringsoppgavene, i alle fall pa noen av dem.

Om elevene ikke blir ferdige med alle oppgavene, kan resten veere lekse til neste gang.
Sa kan en oppsummering av Igsningene vzere en repetisjon av det som elevene
arbeidet med i dette opplegget.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i,

sa kan du avtale med dem pa forhand at de skal komme til tavla under oppsummeringen.
Det er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til & presentere lgsningene sine pa
tavla. Det kan fgles tryggere for elevene nar de pé forhdnd vet at de skal komme til tavla, og
nar de vet hva lzereren gnsker at de skal presentere. Ved a avtale med noen elever pa forhand
sikrer du at ulike metoder og strategier blir vist under oppsummeringen.
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5 Oppsummeringsoppgaver:
Du har gjennom dette arbeidet notert ned mange viktige ting om hvordan grafen
forandrer seg nar du varierer koeffisientene i en andregradsfunksjon. Bruk dette til
a besvare fglgende oppgaver:

a Tegn parabelen til funksjonen. g(x) = 2x* +3x + 1 Hva kan du gjgre med
funksjonsuttrykket for at grafen skal fa et toppunkt i stedet for et bunnpunkt?
Skriv opp funksjonsuttrykket du foreslar. Kontroller ved & tegne i GeoGebra.

b Tegn grafen til h(x) = x> - 2x + 4 . Hva ma du gjere med funksjonsuttrykket for at
grafen skal beholde formen, men skjeere y-aksen iy = —17? Skriv det nye funksjons-
uttrykket. Kontroller ved a tegne i GeoGebra.

¢ Hvordan vil en andregradsfunksjon til en graf som gar gjennom origo, se ut?
Skriv ferst et svar, og kontroller ved & tegne.

d Tegn grafen til j(x) = x* - 4x + 4 . Hvor mange nullpunkter (= punkter pa x-aksen)
har grafen? Hva kan du gjgre med funksjonsuttrykket for at grafen skal fa to nullpunkter?
Og hva kan du gjere for at grafen ikke skal fa nullpunkter i det hele tatt?
Skriv forslag til funksjonsuttrykk som oppfyller disse to kravene, og kontroller
ved a tegne i GeoGebra.

e Tegn grafen k(x) = 2x* + 2x . Hva kan du gjare med funksjonsuttrykket for at grafen
skal bli smalere / brattere? Skriv uttrykket. Kontroller ved & tegne.

f Tegn t(x) = x* - 2x + 3. Hva kan du gjare med funksjonsuttrykket for at denne grafen
skal bli mer dpen / mindre bratt? Skriv en forklaring, og kontroller ved & tegne.

g Tegn u(x) = 2x* - 5x + 4 . Hva kan du gjere med funksjonsuttrykket for at grafen
skal flyttes lenger til venstre? Skriv en forklaring, og kontroller ved & tegne.
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ANDREGRADSFUNKSJONER II
AREAL OG OMKRETS AV REKTANGLER

Kompetansemal: Funksjoner
* Gjore greie for funksjonsbegrepet og tegne grafer ved a analysere funksjonsbegrepet (1T)
* Bruke digitale hjelpemidler til 3 drafte polynomfunksjoner (1T)
* Undersgke funksjoner som beskriver praktiske situasjoner (1P)
* Gjore malinger i praktiske forsgk, formulere en enkel matematisk modell pd grunnlag
av de observerte data, bruke teknologiske verktoy i utforskning og modellbygging og
vurdere modellen og dens gyldighet (2P)

Laeringsmal
* Aanvende kunnskapene fra de foregaende oppleggene om andregradsfunksjoner
* Afaen forstaelse av hva som menes med kurvetilpasning

Arbeidsform
La elevene arbeide parvis. Det er viktig 8 oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig
arbeid. Elevene skal skrive ned det de oppdager, bdde med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
Opplegget vil ta en dobbelttime.

Utstyr
Kvadratiske brikker (kan bestilles hos www.lar-lek.se)
PC med GeoGebra (eller liknende programvare)

Undervisningsopplegget
Pa de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med
kommentarer til laereren. Kopieringsoriginal med oppgavene finner du pa side 68.

Opplegget gar ut pa at elevene lager ulike rektangler, alle med omkrets 24 enheter. En
enhet er sidelengden til én brikke. Malet er 8 komme fram til en funksjon som beskriver
arealet av rektangelet som en funksjon av rektangelets lengde. Elevene legger rektangler
med de kvadratiske brikkene, eventuelt kan de tegne rektangler pa ruteark.

Observasjonene samles i en tabell, der rektangelets lengde er x-verdien og arealet er
y-verdien. Elevene kan lgse oppgaven med papir og blyant, eller de kan bruke GeoGebra.
Hvis de skal f& nytte av det de lzerte i opplegget «Andregradsfunksjoner - A utforske
sammenhengen mellom funksjonsuttrykk og graf», ber de bruke GeoGebra (eller liknende).

Avslutt med en oppsummering i plenum. Det er viktig at elevene utvikler en god forstaelse
av begrepene toppunkt og gyldighetsomrade. Legg ogsa vekt pa gode beskrivelser av hva
grafen forteller om rektanglene.
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Differensiering

Oppgaven kan utfordre elever pa ulike nivaer ved at ikke alle trenger a komme like langt
i utforskningen. For noen elever kan det vaere stor nok utfordring & komme fram til alle
punktene, plotte dem inn i et koordinatsystem, tegne en glatt, fin graf og se at den har
parabelform. Andre kan komme mye lenger i oppgaven.

Uansett er det viktig at samtlige elever er med pa samtalen om sammenhengen med grafens
form og arealet av de ulike rektanglene. Elever pa alle nivaer ber far se at en graf kan fortelle
noe om en konkret ting — og det er viktig at de ser hva grafen forteller i dette tilfellet.




ANDREGRADSFUNKSJONERIII
AREAL OG OMKRETS AV REKTANGLER

Oppgave

1 Lag flere ulike rektangler som alle skal ha omkrets 24 enheter. Bruk kvadratiske brikker,
la sidekanten i en brikke ha lengden 1 enhet. Skisser de ulike rektanglene du lager,
og sett mal pa sidene.

2 lag en tabell med to rader, der lengden av rektanglene skrives i den ene raden (x-verdi)
og arealet i den andre raden (y-verdi).

X
lengde

y
areal

Kommentar til leereren
Hvis dette er vanskelig for noen av elevene, kan du gi et hint ved & bruke et eksempel.

3 Viskal bruke regresjon i GeoGebra:
Forst md tabellverdiene legges inn i regnearket. Velg «Vis»og «Regneark». Skriv x-verdiene
fra tabellen ovenfor i den farste kolonnen i regnearket og y-verdiene i den andre
kolonnen. Marker sd alle verdiene, hayreklikk og velg «Lag liste med punkter». | algebra-
vinduet kommer sa listen opp, den heter «liste 1». Samtidig tegnes alle punktene inn
i koordinatsystemet. Det neste du skal gjgre er a skrive «RegPoly[liste1,2]» i inntastings-
feltet. Da far du det polynomet som passer best til punktene i liste1. 2-tallet viser at du ber
om et andregradspolynom. Polynomet kommer nd opp i algebravinduet som en funksjon
samtidig som grafen tegnes sammen med punktene.

Kommentar til leereren

Her md du som lzerer vurdere om det er hensiktsmessig & bruke GeoGebra eller papir og
blyant. Med papir og blyant er det lettere 4 fa tegnet en graf, men vi mister muligheten til a
fa et funksjonsuttrykk. Hvis elevene ikke har mulighet til a klare overgangen fra a ha en rekke
punkter til & tegne en graf, er det kanskje bedre & bare fa tegnet grafen pa papir.

Merk: Elevene skal utforske og diskutere, og til slutt skal lasningene skrives. Det er en viktig
gving i a uttrykke seg skriftlig i matematikk.
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4 Finn et funksjonsuttrykk som passer godt til punktene.

Kommentar til lzereren

Elevene ma bruke regresjon. For a velge riktig type funksjon ma elevene gjenkjenne grafens
form som parabel. De ma vite at den hgrer sammen med en andregradsfunksjon. La de flinke
elevene fa sjansen til & finne ut mest mulig pd egen hand.

5 Hva forteller grafen om de ulike arealene vi kan lage av rektangler med omkrets
24 enheter?

6 Hva er funksjonens gyldighetsomrade, dvs. hvilke verdier kan den fri variable,
her lengden |, ha?

Kommentar til lsereren

Sper elevene hva den minste og sterste mulige verdien til lengden av rektangelet kan veere.
Gir det noen mening a bruke x-verdier utenfor disse stgrrelsene, for eksempel | = 20?
Lengden | av rektangelet kan ikke veere mindre enn 0 og ikke stgrre enn 12,

sa gyldighetsomradet er intervallet <0,12> eller 0<x<12.

Forberedelse til oppsummering og oppsummering

Pé hvilke mater har elevene lgst oppgavene? Har de brukt ulike strategier? Snakk med
elevene og her hvordan de tenkte da de Igste oppgavene. Fokuser pa a lytte, sparre,
diskutere, honorere gode Igsninger, oppklare misforstaelser og konkludere.

Det er viktig at elevene utvikler en god forstaelse av begrepene toppunkt og gyldighets-
omrade. Legg 0gsa vekt pa gode beskrivelser av hva grafen forteller om rektanglene.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i,

sa kan du avtale med dem pa forhand at de skal komme til tavla under oppsummeringen.
Det er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til & presentere lgsningene sine pa
tavla. Det kan fales tryggere for elevene nar de pa forhdnd vet at de skal komme til tavla, og
nar de vet hva laereren gnsker at de skal presentere. Ved a avtale med noen elever pa forhand
sikrer du at ulike metoder og strategier blir vist under oppsummeringen.




ANDREGRADSFUNKSJONER IV
NULLPUNKTER TIL ANDREGRADSFUNKSJONER

Kompetansemal: Funksjoner

* Gjore greie for funksjonsbegrepet og tegne grafer ved a analysere funksjonsbegrepet (1T)
* Beregne nullpunkt (1T)

* Bruke digitale hjelpemidler til 3 drafte polynomfunksjoner (1T)

Leaeringsmal
* A se sammenhengen mellom en andregradsfunksjon og dens nullpunkter

Arbeidsform

La elevene arbeide parvis. De ma bade skrive, tegne og bruke PC-en. Det er viktig
a oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig arbeid. Elevene skal skrive ned det
de oppdager, bade med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
Opplegget vil ta en dobbelttime.

Utstyr
PC med GeoGebra (eller liknende programvare)

Undervisningsopplegget

Det er sveert viktig med samtale og refleksjon. P& de neste to sidene gis det tips til arbeidets
gang i lopet av gkta. Kopieringsoriginaler med oppgavene finner du pé side 69. Ved behov
for mer gving, sa har lzerebgkene flere gode gvingsoppgaver i dette emnet.

Malet med opplegget er a gi elevene erfaringer med & se sammenhenger mellom
andregradsfunksjoner og nullpunktene deres. Innled timen med a gjere malet klart
for elevene.

1 f(x)=(x+2)(x+3)
a Er funksjonen f en andregradsfunksjon? Forklar.
b Hva mener vi nar vi snakker om nullpunktene til en funksjon?
¢ Finn nullpunktene til funksjonen f.
d Er det en sammenheng mellom nullpunktene og funksjonsuttrykket? Forklar.

Matematikksenteret
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Kommentar til leereren

Det kan passe a ta en runde i plenum etter oppgave 1. Sper elevene hvordan de har lgst
oppgavene. Be dem begrunne svarene sine. Pass pa at de skriver ned svarene sine i boka.
De vil finne nullpunktene x = -2 og x = -3. Be dem regne ut f(-2) og f(-3). Det er ikke alle
som ser at disse to uttrykkene ma bli lik 0:

Det at x = -2 gjor uttrykket (x + 2) = 0, og dermed funksjonsuttrykket lik 0, er en kunnskap
som mange trenger gjentatte erfaringer med. At et produkt blir lik 0 nar en faktor er lik 0,
er noe mange forstar, men & se at vi utnytter denne egenskapen her, kan elevene trenge
mange ganger.

2 g(x)=(x+1)(x+4)
a Finn nullpunktene til funksjonen g. Gjett forst og skriv det du gjetter.
Tegn grafen og sjekk svaret ditt.
b Lag flere eksempler pa funksjoner selv. Gjett farst hvilke nullpunkter
funksjonene dine har, for du tegner grafen og sjekker.

3 h(x)=(x-1)(x+5)
Finn nullpunktene til funksjonen h. Gjett forst. Tegn grafen og sjekk svaret ditt.

4 Funksjonen k har nullpunkterix =-2 og x = 3.
Skriv et funksjonsuttrykk som passer. Tegn grafen og kontroller.

5 p(x)=x2-5x +4
Finn nullpunktene til funksjonen p. Gjett forst. Tegn grafen og sjekk svaret ditt.

6 Lag oppgaver til hverandre, gjett forst og kontroller om svarene stemmer.
Du kan lage oppgaver etter denne «oppskriften»:
Settinn tall for p, g, r og s i uttrykket nedenfor og multipliser parentesene for du
gir oppgaven til en medelev: f(x) = (px + q)(rx +s)

For eksempel f(x) = (x + 3)(2x-1). Hererp=1,q=3,r=20gs=-1.

1
Da kjenner du nullpunktene (herx=-30g x =—).
2
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ANDREGRADSFUNKSJONER IV
NULLPUNKTER TIL ANDREGRADSFUNKSJONER

Kommentar til laereren
Sjekk at elevene forstar hva oppgavene her egentlig sper om. Organiser oppgave 6 slik at
den passer godt til dine elever.

Forberedelse til oppsummering og oppsummering
Pa hvilke mater har elevene lgst oppgavene? Har de gjort det pa forskjellige mater? Har de
brukt ulike strategier? Snakk med elevene og her hvordan de tenkte da de Igste oppgavene.

Kommentar til laereren
Hva er ssmmenhengen mellom andregradsfunksjonene og nullpunktene til grafene?
La elevene presentere sine lgsninger, tanker og formuleringer.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i,
sa kan du avtale med dem pa forhdnd at de skal komme til tavla under oppsummeringen.
Det er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til a presentere lgsningene sine

pa tavla. Det kan foles tryggere for elevene ndr de pa forhand vet at de skal komme pa tavla,
og nar de vet hva laereren gnsker at de skal presentere. Ved a avtale med noen elever pa
forhand sikrer du at ulike metoder og strategier blir vist under oppsummeringen.
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ANDREGRADSFUNKSJONERY
NULLPUNKTER OG FAKTORISERING

Kompetansemal: Funksjoner

* Gjore greie for funksjonsbegrepet og tegne grafer ved a analysere funksjonsbegrepet (1T)
* Beregne nullpunkt (1T)
* Bruke digitale hjelpemidler til 3 drafte polynomfunksjoner (1T)

Leaeringsmal
* A se sammenhengen mellom et andregradsuttrykk pa formen og pa faktorisert form ved
a finne nullpunktene til andregradsuttrykket

Arbeidsform

La elevene arbeide parvis. De ma bade skrive, tegne og bruke PC-en. Det er viktig a
oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig arbeid. Elevene skal skrive ned det de
oppdager, bade med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
Opplegget vil ta en dobbelttime.

Utstyr
PC med GeoGebra (eller liknende programvare)

Undervisningsopplegget

P& de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med
kommentarer til laereren. Kopieringsoriginal til oppgavearkene finner du pa side 70-72.
Laerebgkene har i tillegg flere gode gvingsoppgaver til dette emnet.

Elevene skal arbeide i par. Det er viktig at du som laerer oppmuntrer til samtale og diskusjon
mellom elevene. Det er ogsa viktig at elevene skriver ned alle lgsninger. | tabellene star
fasitsvarene skrevet med rodt.

1 Tegn grafene til felgende to funksjoner i GeoGebra:
f(x)=x>-7x+10 g(x)=(x-2)(x-5)

a Hva ser du? Hvorfor blir det slik?

b Hva er nullpunktene til de to funksjonene?
Hva er sammenhengen mellom funksjonene f og g? Forklar hva du ser!

¢ Visier at funksjonen g er skrevet pa faktorisert form. Hvorfor?

Matematikksenteret
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Kommentar til leereren
Snakk om hva faktorisert form betyr.

Det vil sikkert veere store variasjoner i hvor lett elevene «tar» dette stoffet. Leereren ma
vurdere hvor ofte det passer med et skifte mellom elevarbeid/pararbeid og plenumssamtale.
Prov a fa fram alt elevene har funnet ut pa egen hand, og bygg videre pa det. Prgv sd langt
det er mulig, & lede dem gjennom et undersgkelsesarbeid hvor de oppdager sammenhenger
pa egen hand. Bruk samtidig plenumssamtalene til a avklare misforstaelser og feil.

2 | det folgende skal vi studere denne sammenhengen naermere:

Funksjon pa faktorisert form Nullpunkter Funksjon pa formen
f(x)=ax’ +bx+c

h(x) = (x+1)(X + 4) hx) = x> +5x + 4

=4
i(x) = (x-3)(x+2) Xi_?; ix)= x*-x-6
k(x) = (x - 1)(x - 5) _ s k(x) = x* -6x+5

=-S )
fx) = (x +s)(x + t) i:-t fx) = X" +(s+tx+(s-t)

Hva er sammenhengen mellom tallene s og t inne i parentesene og koeffisientene a, b og ¢?
a=1 b=s+t c=s-t
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ANDREGRADSFUNKSJONER YV
NULLPUNKTER OG FAKTORISERING

3 Mange ganger kan vi trenge & faktorisere andregradsuttrykk. Det er en mate a
finne nullpunkter pa. Det er ogsa nyttig ndr vi har brgker eller brakfunksjoner som
inneholder andregradsuttrykk.

Faktoriser andregradsuttrykkene nedenfor ved hjelp av det du lerte i oppgave 2:

Funksjon pa formen Funksjon pa faktorisert form Nullpunkter
f(x) = ax’ +bx +c

gX) = X + 5% +6 g = (x + 2)(x + 3 .
hix) = x* +x - 20 h(d) = (x - 4)x +5) -
i(X)=x"-10x +24 i) ="(x-4)x-6) i: :
Lag flere oppgaver til %=
hverandre:

Multipliser to parenteser %=

med hverandre for & lage
et andregradsuttrykk der
bare du kjenner nullpunk-
tene. La en annen elev lgse
oppgaven.

4 Tegn grafene til funksjonene f og g nedenfor og sammenlikn nullpunktene:
fx)=x"-2x-3 g(x)=2x*-4x-6

a Hva ser du? Hvorfor blir det slik? Skriv.

b Vi ma vite hvordan vi skal faktorisere et andregradsuttrykk der a ikke er lik 1.
Bruk uttrykket for g (x) ovenfor, og sett 2 utenfor parentes:

g(x) = 2( )

Sammenlikn med uttrykket for f (x). Hva ser du? Forklar.

Matematikksenteret
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5 Faktoriser

h(x) = 3x* + 3x - 60 = 3( ) =3( ) )
k(x) = 7x* +35x + 42 = 7( )=7( ) )
m(x) = -2x* + 20x - 48 = -2( ) =-2( )( )

6 Regelen kan skrives slik:
Hvis x = p og x = q er nullpunktene til en andregradsfunksjon, f(x) = ax> + bx + ¢
kan ffaktoriseres slik: f(x) = a(x - p)(x - q)

Lag to eksempler som viser at regelen stemmer.

Forberedelse til oppsummering og oppsummering
Pa hvilke mater har elevene lgst oppgavene? Har de brukt ulike strategier?
Snakk med elevene og her hvordan de tenkte da de Igste oppgavene.

Kommentar til leereren

Hva har elevene lzert? Hva er ssmmenhengen mellom nullpunktene til en andregrads-
funksjon og andregradsfunksjonen pa faktorisert form? La elevene presentere sine
I@sninger, tanker og formuleringer.

Hvis du ser at noen elever har gjort noe du gjerne vil at de andre elevene skal fa innblikk i,
sa kan du avtale med dem pa forhdnd at de skal komme til tavla under oppsummeringen.
Det er et viktig grep, spesielt dersom elevene ikke er vant til a presentere lgsningene sine
pa tavla. Det kan foles tryggere for elevene nar de pa forhand vet at de skal komme pa tavla,
og ndr de vet hva laereren gnsker at de skal presentere. Ved & avtale med noen elever pa
forhand sikrer du at ulike metoder og strategier blir vist under oppsummeringen.
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INTRODUKSJONTIL
TRIGONOMETRI

Av Ingvill Merete Steday-Johansen

Kompetansemal: Geometri
* Gjere greie for definisjonane av sinus, cosinus og tangens og bruke
trigonometri til & berekne lengder, vinklar og areal i vilkarlege trekantar (1T)

Leaeringsmal

Elevene skal kunne:

¢ forklare hvordan forhold mellom sider i formlike trekanter kan brukes til 3 definere
sinus, cosinus og tangens i rettvinklede trekanter

* Dbruke sinus, cosinus og tangens til & beregne sider i rettvinklede trekanter

* anvende trigonometri til & finne store hgyder nar vi kan male vinkler og avstander
pa bakken

Nye begreper
Trigonometri, sinus, cosinus, tangens

Arbeidsform

Elevene sitter i grupper pa fire rundt et bord. To og to skal arbeide sammen, men de fire har
pa denne maten mulighet til a diskutere og dele ideer med hverandre underveis. Opplegget
starter inne med undersgkende aktiviteter. Deretter gdr alle ut for & gjere malinger og samle
inn data. Elevene gar inn igjen for a gjore beregninger. Klassen trekker konklusjoner og setter
ord pa hva de har laert, under ledelse av lzereren.

Leaereren har en viktig oppgave som igangsetter, «los» og inspirator under hele gkta, i tillegg
til at han eller hun skal sarge for at de nye begrepene blir innfert pa en faglig forsvarlig mate.

Tidsbruk og valg av tidspunkt

Det vil ta 90 minutter a gjennomfere dette undervisningsopplegget. Opplegget kan for sa
vidt gjennomfgres ndr som helst i skoledret. Det bygger pa elevenes kunnskaper fra ung-
domstrinnet. Det er naturlig a ta det etter at elevene har gjennomfgrt noen oppgaver og
aktiviteter med trekantberegning med bruk av formlikhet og Pytagoras lzeresetning.

Matematikksenteret
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Elevene skal ga fra det kjente (formlike trekanter) til det ukjente (sinus, cosinus og tangens),
slik at det blir naturlig for dem d innfere de nye begrepene. De skal raskt fa se hva dette
kan brukes til i praksis ved & gjore egne observasjoner, malinger og beregninger. Denne
introduksjonen skal gjore dem i stand til & arbeide videre med trekantberegning. De skal
vaere med 3 utlede arealsetningen, cosinussetningen og sinussetningen i de kommende
timene. Pa dette nivaet anbefales det a bruke nabovinkler for en logisk utvidelse av sinus
og cosinus til vinkler mellom 90 og 180 grader.

Utstyr

Geobrett til alle elevparene, geobrett for overhead, strikk, linjal, gradskive,
malband (10-20 meter er fint), klinometer (kan ogsa lages i papp), lommeregner
med trigonometriske funksjoner. Geobrett og klinometer kan bestilles hos
www.simplicatus.no eller www.lar-lek.se.

Undervisningsopplegget

Leereren kan pa forhdnd ha tegnet en trekant pa tavla som forklarer hvordan
klinometeret virker. Mgbler rommet og legg geobrett og strikk pa pultene pa forhand
for & spare tid. Leereren ma ogsa ha tenkt ut to heye ting i skolens naeromrade som
elevene skal bestemme hgyden til. Vi brukte to av skolens bygg.

Lzereren bor tenke gjennom hvordan hun eller han skal sette i gang elevene. En fin regel
er & si minst mulig, men nok til at elevene kommer i gang. Nar de er i gang med ulike
utforskinger, gar laereren rundt og svarer pa spgrsmal og kommer med innspill som

far elevene videre.

Introduksjon (5 min)

Legg et geobrett pa overhead. Legg en vinkel med toppunkt i nederste venstre hjerne.
Spor om noen kan lage en rettvinklet trekant der denne vinkelen er med. La en elev
komme opp og gjere det.

Utforsking (15 min)

Oppgave til eleven:

- Lag din egen vinkel med toppunkt i nederste venstre pinne (ikke maken til laererens).
- Lag ulike rettvinklede trekanter der denne vinkelen er med i trekanten.




INTRODUKSJON TIL TRIGONOMETRI

Kommentar til leereren

Ga rundt og se hva elevene gjer. Noen vil bare lage trekanter med den rette vinkelen
rett til hoyre for den farste vinkelen (langs grunnlinja). Noen vil helt sikkert ogsa lage
den rette vinkelen over grunnlinja. Nar elevene har laget fire eller fem trekanter,
samles dere ved geobrettet pa overhead. Fa elevene til & lage trekanter.

Spersmal til elevene: Hva er felles for alle disse trekantene?

Svar: De er formlike.

Sporsmal til elevene: Hva vet dere om formlike trekanter?

Svar: Forholdet mellom to sider i én trekant er lik forholdet mellom to tilsvarende sider
i en annen trekant. Introduser begrepene motstaende og hosliggende katet.

Innfering av nye matematiske begreper (10 min)

La elevene méle forholdet mellom

a Motstdende katet og hypotenusen i alle trekantene sine. Snakk litt om gjeldende siffer.

b Hosliggende katet og hypotenusen i alle trekantene.

¢ Motstdende katet og hosliggende katet i alle trekantene.
Nar dere sammen har konstatert at disse forholdene er konstante, er det lekende lett og
naturlig a introdusere forholdene i a, b og ¢ som henholdsvis sinus, cosinus og tangens
til vinkelen elevene begynte med.

Laereren viser pa tavla hvordan vi kan bruke dette til 3 beregne ukjente sider i en
rettvinklet trekant ndr vi kjenner en vinkel og en side.

Anvendelser, datainnsamling (30 min)
Elevene introduseres for klinometeret. Laereren demonstrerer hvordan det kan brukes til
a male siktevinkel. Elevene tar med maleband, klinometer, kladdebok og blyant ut.

Gruppene foretar vinkelmalinger og avstandsmalinger ute. Hvert par skal finne
siktevinkelen til toppen av to hgye ting i tre ulike avstander, for eksempel

5m, 10 m og 15 m. De skal ogsa notere hvor hgyt de vil ansla de ulike tingene de maler,
til & vaere.

Bearbeiding av data, presentasjon av resultater (20 min)

Etter at malingene er foretatt, gar alle inn igjen. Elevene bruker sine egne data til a regne ut
hoydene. Be dem tegne figur. Tegn inn en rettvinklet trekant som kan brukes til 3 beregne
haydene. Diskuter enten samlet eller ved bordene om de skal bruke sinus, cosinus eller
tangens. Hvordan skal de kompensere for hgyden over bakken hvor de méler vinkelen fra?
(Noen elever vil sikkert legge seg ned for a unnga a matte legge til egen gynehoyde.)




Be elevene sammenlikne de beregnede verdiene med verdiene de gjettet. Hvorfor ble det
riktig/feil?

Felles oppsummering og diskusjon

La elevene farst fa si hva de har lzert. Pass pa a fa med de presise definisjonene av sinus,
cosinus og tangens. Utfordre dem gjerne til 3 finne eksempler pa situasjoner der
trigonometri vil veere nyttig for 8 kunne foreta beregninger.

NA er det pa sin plass & fortelle elevene at de ma PUGGE definisjonene av sinus, cosinus og
tangens, og at de ma lzere hva som menes med motstaende og hosliggende katet til en
vinkel i en rettvinklet trekant.

Avslutt timen med & si at dere skal arbeide videre med trigonometri og se hvordan det ogsa
kan brukes til 8 beregne sider, vinkler og areal i trekanter som ikke er rettvinklet.

Oppgaver til videre arbeid finnes pa kopieringsoriginal side 73.
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PYTAGORAS SETNING

Kompetansemal: Geometri

* Bruke geometri i planet til 4 analysere og l@se sammensatte teoretiske og praktiske problemer
knyttet til lengder, vinkler og areal (1T)

* Bruke formlikhet og Pytagoras'setning til beregninger og i praktisk arbeid (1P)

* Lgse praktiske problemer som gjelder lengder, vinkler, arealer og volum (1P)

Leaeringsmal

* A forstd et visuelt bevis for Pytagoras’ setning

* A kunne gjennomfare et bevis

* A kunne beregne lengder i rettvinklede trekanter ved hjelp av Pytagoras’ setning

Arbeidsform
La elevene arbeide parvis. Det er viktig & oppmuntre til samtale og diskusjon om faglig arbeid.
Elevene skal skrive ned det de oppdager, bade med ord og matematiske symboler.

Tidsbruk og valg av tidspunkt
En dobbelttime. Introduksjon til Pytagoras.

Utstyr

Sett som inneholder tre gjennomsiktige plastesker med fargede brikker. Disse kan bestilles fra nettsiden
til ETA Cuisenaire: www.etacuisenaire.com. Der sgker du pa «Pythagorean Theorem Model».

Kvadrater i farget papir (se detaljert forklaring i beskrivelsen av opplegget).

Figur 1
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Forberedelser

| dette opplegget skal vi bruke esken i midten pa figur 1. Til hvert sett: Klipp ut et kvadrat i redt papir
som passer ngyaktig inn i esken. Legg det inn i bunnen av esken. Legg sa tilbake de fire gule
trekantene og det bla pappkvadratet som ligger i midten. Hvis det ikke ligger noe blatt kvadrat

i midten (kvadrat pa hypotenusen), ma slike ogsa klippes ut og legges inn.

Undervisningsopplegget

Pa de neste sidene blir oppgavene til dette undervisningsopplegget presentert med kommentarer

til laereren. Kopieringsoriginaler med oppgaver finner du pa side 74-80. Opplegget inneholder et
visuelt «bevis» for Pytagoras’ setning. Det er mangelfullt som bevis, men likevel ganske overbevisende.
Grunnen til at dette ikke er noe fullgodt bevis, er at vi pastar at vi far kvadrater, uten a vise hvorfor det
virkelig er slik.

Opplegget er helt «algebrafritt» i pkt. 1-5. Malet er at elevene skal se hvordan de kan lgse oppgaver
med Pytagoras’ setning uten a bruke algebra og lgse likninger. Det er nok & ha en figur til hjelp. For en
del elever er det et rimelig laeringsmal. Det er viktig at ogsa elever som behersker algebra godt, far med
seg denne maten a tilneerme seg Pytagoras’ setning pa.

[ pkt. 6 innfares bokstaver som navn pa sidene, og vi ender med den kjente formelen for Pytagoras’
setning: a* + b> = c*.

Introduksjon av undervisningsopplegget

Be elevene skrive opp alt de husker om rettvinklede trekanter og Pytagoras’ setning. Ta det opp i
fellesskap, har hva elevene allerede kan, og bruk anledningen til & supplere og korrigere eventuelle
misforstaelser.

1 Begynn med esken der brikkene ligger, slik:

Kommentar til lsereren
Det ligger et blatt pappkvadrat inne i eskene. Hvis dette mangler, bar det legges et slikt
kvadrat inn i eskene.

Matematikksenteret 53
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PYTAGORAS SETNING

———-——-——

a Hvorfor kaller vi de fire trekantene for rettvinklede trekanter?
Skriv med egne ord.

b Den bla firkanten i midten er et kvadrat, vi kaller den kvadratet pa hypotenusen. Hvorfor?
Skriv og forklar.

... (De resterende oppgavene finner du i kopieringsoriginalene.)

f Hva kan vi si om arealet av det store bla kvadratet i forhold til arealene av de to
rede kvadratene?

Regelen du har funnet, kalles Pytagoras’ setning. Skriv regelen i ruta nedenfor.

Matemati
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Kommentar til laereren

La elevene arbeide seg gjennom pkt. a, hvor de skal preve a formulere skriftlige svar i alle
rutene. Leereren kan benytte anledningen til a se hvordan enkeltelever arbeider, og det er
mulighet til 8 ha sma samtaler med dem.

Nar elevene er ferdig med dette punktet, ber laereren stoppe opp og samtale med elevene i
plenum. Hva har de skrevet? Hvorfor har de skrevet det slik? Det er mange mater a uttrykke
seg pa, og alle utsagn som er riktige, ma verdsettes. Mange elever fanger opp gode tips og
ideer fra andres forklaringer. Det er like viktig 4 kunne vaere god til a lytte som & vaere god
til & forklare. Samtidig er dette en anledning for lzereren til 3 fange opp og avklare misfor-
staelser.

Hensikten med opplegget er at elevene skal forsta hva Pytagoras’ setning egentlig sier om
rettvinklede trekanter og kvadratene pa sidene. Det er fint om de formulerer setningen i
pkt. f med ord, for eksempel «Arealet av det bla kvadratet er like stort som arealene av de
rode kvadratene til sammen» eller «Arealet av kvadratet pa hypotenusen er like stort som
arealet av kvadratene pa katetene til sammeny.

2 Eksempel:
Vi tenker oss at alle de rettvinklede trekantene har en katet som har lengde 3,
en katet som har lengde 4, og hypotenus med lengde 5.

3 3 4
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PYTAGORAS SETNING

a Hvor stort er arealet av det bla kvadratet i dette tilfellet?
b Hvor store er arealene av de to rede kvadratene?
¢ Stemmer regelen til Pytagoras i dette tilfellet? Skriv og forklar.

Kommentar til laereren
Stans etter pkt. 2 og her hva elevene har kommet fram til her. Diskusjon/samtale.
Har elevene forstatt sasmmenhengen mellom de to figurene?

Noen elever bar kanskje stanse etter pkt. 5 og fortsette a lgse Pytagoras-problemer med

den metoden de har laert. | pkt 6. tar vi i bruk algebra og symboler, og elever som er modne
for det ma selvsagt bruke algebra. Men med dette opplegget gnsker vi at elevene skal fa en
bedre forstaelse av hva som ligger bak Pytagoras” setning, slik at de ikke bare bruker en regel
helt mekanisk.

Nar du samtaler om lgsninger med elever, sa sper «Hvorfor gjer du slik?» eller «<Hva har du
gjort her?» for & fa tak i hva eleven har tenkt. Slike spgrsmal ber man ogsa stille til elever
som ser ut til a lgse alle oppgavene uten problemer.

Serg for & avslutte gkta og oppsummere begrepene og leeringsmalene.
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5 Hypotenusen i en rettvinklet trekant er 13 m lang, og den korteste kateten er 5 m.
Hvor lang er den andre kateten?

13 m

Kommentar til laereren
Noen elever bar kanskje stanse etter pkt. 5 og fortsette a lgse Pytagoras-problemer med den
metoden de har laert.

Oppgavene til pkt. 6 finner du pa kopieringsoriginal side 80. | pkt. 6 tar vi i bruk algebra og
symboler, og elever som er modne for det, ma selvsagt bruke algebra. Med dette opplegget
onsker vi at elevene skal fa en bedre forstaelse av hva som ligger bak Pytagoras’ setning, slik
at de ikke bare bruker en regel helt mekanisk.

Serg for a avslutte gkta og oppsummere begrepene og leeringsmalene.
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KOPIERINGSORIGINAL

INNFORING | UOPPSTILTE LIKNINGER

-
1 Du skal bruke 10 brikker til & lage 3 kolonner slik at
* den rade kolonnen inneholder 3 flere enn den bla kolonnen
* den grgnne kolonnen inneholder 1 flere enn den bla kolonnen
La brikkene/kolonnene ligge til oppgave 5.
2 Los oppgaven ved hjelp av likninger.
3 Bruk 10 brikker til & lage 3 kolonner slik at
* den bla kolonnen inneholder 3 feerre enn den rade kolonnen
¢ den grgnne kolonnen inneholder 2 faerre enn den rgde kolonnen
La brikkene/kolonnene ligge til oppgave 5.
4 Lgs oppgaven ved hjelp av likninger.
5 Sammenlikn kolonnene og likningsuttrykkene fra oppgave 1 og oppgave 3.
Forklar hva du ser og hvorfor.
6 Bruk 13 brikker til 4 lage 3 kolonner slik at
* den rgde kolonnen inneholder 2 flere enn den blé kolonnen
* den grenne kolonnen inneholder 3 faerre enn den rade kolonnen
7 Las oppgaven ved hjelp av likninger.
8 Bruk 12 brikker til a lage 3 kolonner slik at
¢ den rgde kolonnen inneholder 2 flere enn den bla kolonnen
* den grenne kolonnen inneholder 3 feerre enn den r@de kolonnen
9 Lag minst to liknende oppgaver selv.
Ekstraoppgave - problemlgsning
Bruk 20 brikker til & lage fire kolonner slik at
* den flerde kolonnen inneholder like mange brikker som den andre og
den tredje kolonnen til saimmen
¢ den forste kolonnen inneholder 2 5 ganger sa mange brikker som det
eriden tredje kolonnen
J
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KOPIERINGSORIGINAL

UOPPSTILTE LIKNINGSSETT

Oppgave 1

Skruer og muttere
Utstyr: Hver gruppe far utdelt et sett med skruer og muttere.
Eksempel:

2 skruer og 1 mutter er skrudd sammen
2 skruer og 2 muttere er skrudd sammen

Hvor mye veier en skrue? Hvor mye veier en mutter?
Det er ikke lov til & skru dem lgs fra hverandre.

Oppgave 2

Griser og hons
Utstyr: Hver gruppe far utdelt 40 fyrstikker og 24 brikker.

Pa garden til Truls er det griser og hegns. Ifglge Truls, har disse dyrene til sammen
40 ben og 24 gyne.

1 Finn ut hvor mange griser og hvor mange hgns Truls har pa garden sin,
bade ved hjelp av fyrstikker og brikker, og ved hjelp av likninger.

2 Anta deretter at et ukjent antall stalormer sniker seg inn pa garden.
Det totale antall gyne og ben er det samme som for. Hvor mange griser,
hvor mange hgns og hvor mange stadlormer har Truls pa garden sin nd?

Matematikksenteret
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HUNDREKARTET - M@ONSTER OG BEVIS
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KOPIERINGSORIGINAL

ANDREGRADSFUNKSJONER|
INTRODUKSJON TIL ANDREGRADSFUNKSJONER

/
e |
| |
| funksionens navn vi bestemmer hva funksjonen |
| 9 unksj skal hete |
| |
1 ;
| |
| o vi kan velge fritt hvilken verdi
| X den fri variable denne bokstaven skal sté for |
| |
l l
| |
| . . |
| inneholder den fri |
| 2x? andregradsleddet variable i andre grad |
| |
l |
| |
| inneholder den fri |
| -8x forstegradsleddet variable i forste grad |
| |
| |
‘ :
l l
| |
| 6 konstantleddet inneholder ingen fri variabel |
| |
| |
l l
| |
! . navnet pa tallene som star |
- koeffi
| 2,-8096 oeffisienter sammen med de fri variable |
| |
l l
| |
| . |
‘ punktet der grafen skifter ‘
| (2,-2) bunnpunkt retning fra synkende til stigende |
| |
l 1
| |
| y=6 x=0 der grafen skjeerer y-aksen |
| |
| |
l l
| |
| x=10gx=3 nullpunkter der grafen skjaerer x-aksen
N T |
(g Mt




KOPIERINGSORIGINAL

ANDREGRADSFUNKSJONERII
A UTFORSKE SAMMENHENGEN MELLOM FUNKSJONSUTRYKK OG GRAF

Den generelle formen til en andregradsfunksjon er f(x) = ax’ +bx+c.

Her star a, b og c for faste tall som vi setter inn i uttrykket, koeffisienter. | denne oppgaven
skal vi velge mange ulike verdier for koeffisientene a, b og ¢, og se hvordan de ulike verdi-
ene pavirker formen til funksjonens graf.

1 Forberedelse pa GeoGebra:
For  kunne variere verdien av a, b og c pa en enkel mate ma man forst legge inn glidere.
Velg Glider i nedtrekksmeny nr. 2 fra hgyre. Nar du s klikker i tegneflata, far du opp et
vindu som lar deg velge navn pa glider, intervall, animasjonstrinn med mer. Legg inn
tre glidere, a, b og c.

Hoyreklikk pa likheten a = 1 og velg «Vis objekt». Gjer det samme med de to andre
likhetene. Da har du fatt tre tallinjer i tegneflata med et pkt. (glider), en for hver
av bokstavene a, b og c.

Du kan nd klikke pa pilen gverst til venstre («flyttepilen»). Nar du deretter peker pa
punktet pa tallinja til a, kan du dra punktet fram og tilbake pa linja og samtidig variere
verdien til a. Tilsvarende for linjene til b og c. (Du kan forandre egenskapene til ei slik
glidelinje ved & peke pa den, hoyreklikke og velge «egenskaper».)

2 Begynn med 4 skrive inn i inntastingsfeltet f(x) = a* x> +b*x + C etterfulgt
av «enter». Da tegnes det en graf i koordinatsystemet.
Merk: Du md enten ha stjerne (multiplikasjon) eller mellomrom mellom x og
en annen bokstav nar du skriver i GeoGebra. («<Opphgyd i andre» skrives Alt+2.)

Sergsaforata=1,b=10gc=1,ved a flytte pa gliderne pa tallinjene.
| algebravinduet star det n& f(x) = 1x> + 1x+1.

Velg «flyttepilen» og la verdien til c variere ved & skyve pa punktet pa glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nar verdien til c varierer mens verdiene til a og b holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Kontroll

La a og b fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til c variere.
Stemmer det du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt

stemmer eller ikke stemmer.
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ANDREGRADSFUNKSJONERII
A UTFORSKE SAMMENHENGEN MELLOM FUNKSJONSUTRYKK OG GRAF

3 Ta pa nytt utgangspunkt i grafen til f(x) =1x* +1x +1.
Denne gangen skal verdiene til b og c vaere fast, mens du lar verdien til a variere
ved a bruke glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nar verdien til a varierer mens verdiene til b og c holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Kontroll

La b og c fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til a variere.
Stemmer det du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt stemmer
eller ikke stemmer.

4 Ta enda en gang utgangspunkt i grafen til f(x) = 1x* +1x+1.
Denne gangen skal verdiene til a og c veere fast, mens du lar verdien til b variere
ved a bruke glideren.

Oppgave
Hva skjer med grafen nér verdien til b varierer mens verdiene til a og c holdes fast?
Hva forandres? Og hva forandres ikke? Skriv ned det du observerer.

Vi kan bruke sporing til hjelp for & beskrive det som skjer med grafen nar vi lar verdien
til b variere: | kommandofeltet nederst til hgyre finner du «Ekstremalpunkt». Velg det
ved a klikke pa det. Da star det i inntastingsfeltet «Ekstremalpunkt [ ]». Inne i klamme-
parentesen skriver vi funksjonens navn: [f ]. Det betyr at vi ber programmet markere
ekstremalpunkt (= topp- eller bunnpunkt) pa grafen til funksjonen f.

Sa peker vi pd bunnpunktet pa grafen, hoyreklikker og velger «Sla pa sporing». Na kan
du pa nytt la b variere pa glideren. Sporingen kan gjore det lettere a beskrive hva som
skjer med grafen nar verdien til b varierer.

Kontroll

La a og c fa andre verdier, og hold dem fast mens du lar verdien til b variere.
Stemmer det du noterte, i alle tilfellene? Noter hva som eventuelt stemmer eller
ikke stemmer.

Matematikksenteret
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ANDREGRADSFUNKSJONERIII
A UTFORSKE SAMMENHENGEN MELLOM FUNKSJONSUTRYKK OG GRAF

5 Oppsummeringsoppgaver:
Du har gjennom dette arbeidet notert ned mange viktige ting om hvordan grafen
forandrer seg nar du varierer koeffisientene i en andregradsfunksjon. Bruk dette til
a besvare folgende oppgaver:

a Tegn parabelen til funksjonen g(x) = 2x* +3x +1. Hva kan du gjere med
funksjonsuttrykket for at grafen skal fa et toppunkt i stedet for et bunnpunkt?
Skriv opp funksjonsuttrykket du foreslar. Kontroller ved a tegne i GeoGebra.

b Tegn grafen til h(x) = x* - 2x + 4. Hva ma du gjere med funksjonsuttrykket for at
grafen skal beholde formen, men skjeere y-aksen iy = —1? Skriv det nye funksjons-
uttrykket. Kontroller ved & tegne i GeoGebra.

¢ Hvordan vil en andregradsfunksjon til en graf som gar gjennom origo, se ut?
Skriv forst et svar, og kontroller ved & tegne.

d Tegn grafen til j(x) = x* - 4x+4 .
Hvor mange nullpunkter (= punkter pa x-aksen) har grafen?
Hva kan du gjere med funksjonsuttrykket for at grafen skal fa to nullpunkter?
Og hva kan du gjere for at grafen ikke skal fa nullpunkter i det hele tatt?
Skriv forslag til funksjonsuttrykk som oppfyller disse to kravene, og kontroller
ved a tegne i GeoGebra.

e Tegn grafen k(x) = 2x* + 2x. Hva kan du gjgre med funksjonsuttrykket for at grafen
skal bli smalere / brattere? Skriv uttrykket. Kontroller ved a tegne.

f Tegn t(x) = x* - 2x + 3. Hva kan du gjere med funksjonsuttrykket for at denne grafen
skal bli mer apen / mindre bratt? Skriv en forklaring, og kontroller ved a tegne.

g Tegn u(x) = 2x* - 5x + 4. Hva kan du gjgre med funksjonsuttrykket for at grafen
skal flyttes lenger til venstre? Skriv en forklaring, og kontroller ved a tegne.
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ANDREGRADSFUNKSJONER I
AREAL OG OMKRETS AV REKTANGLER

1 Lag flere ulike rektangler som alle skal ha omkrets 24 enheter. Bruk kvadratiske brikker,
la sidekanten i en brikke ha lengden 1 enhet.

2 lag en tabell med to rader, der lengden av rektanglene skrives i den ene raden (x-verdi)
og arealet i den andre raden (y-verdi).

lengde

areal

3 Viskal bruke regresjon i GeoGebra:
Forst ma tabellverdiene legges inn i regnearket. Velg «Vis»og «Regneark. Skriv
x-verdiene fra tabellen ovenfor i den forste kolonnen i regnearket og y-verdiene i den
andre kolonnen. Marker sd alle verdiene, hgyreklikk og velg «Lag liste med punkter».
| algebravinduet kommer sé listen opp, den heter «liste 1». Samtidig tegnes alle punkt-
ene inn i koordinatsystemet. Det neste du skal gjere er a skrive «RegPoly[liste1,2]»
i inntastingsfeltet. Da far du det polynomet som passer best til punktene i liste1.
2-tallet viser at du ber om et andregradspolynom. Polynomet kommer nd opp
i algebravinduet som en funksjon samtidig som grafen tegnes sammen med punktene.

4 Finn et funksjonsuttrykk som passer godt til punktene.

5 Hva forteller grafen om de ulike arealene vi kan lage av rektangler med omkrets
24 enheter?

6 Hva er funksjonens gyldighetsomrade, dvs. hvilke verdier kan den fri variable,
her lengden |, ha?
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ANDREGRADSFUNKSJONER IV
NULLPUNKTER TIL ANDREGRADSFUNKSJONER

1 f(x) = (x+2)(x + 3)
a Er funksjonen f en andregradsfunksjon? Forklar.
b Hva mener vi ndr vi snakker om nullpunktene til en funksjon?
¢ Finn nullpunktene til funksjonen f.
d Er det en sammenheng mellom nullpunktene og funksjonsuttrykket? Forklar.

2 gx)=Xx+T)(x+4)
a Finn nullpunktene til funksjonen g. Gjett forst og skriv det du gjetter.
Tegn grafen og sjekk svaret ditt.
b Lag flere eksempler pa funksjoner selv. Gjett forst hvilke nullpunkter funksjonene
dine har, for du tegner grafen og sjekker.

3 hx)=Kx-1)(Xx+5)
Finn nullpunktene til funksjonen h. Gjett forst. Tegn grafen og sjekk svaret ditt.

4 Funksjonen k har nullpunkter i x =-2 og x = 3. Skriv opp et funksjonsuttrykk
som passer. Tegn grafen og kontroller.

5 p(x)=x’-5x+4
Finn nullpunktene til funksjonen p. Gjett forst. Tegn grafen og sjekk svaret ditt.

6 Lag oppgaver til hverandre, gjett farst og kontroller om svarene stemmer.
Du kan lage oppgaver etter denne «oppskriften»:
Settinn tall for p, g, r og s i uttrykket nedenfor og multipliser parentesene for du
gir oppgaven til en medelev:

f(x) = (px + q)(rx +s)
For eksempel f(x) = (x + 3)(2x - 1).Hererp=1,q=3,r=20gs=-1.

1
Da kjenner du nullpunktene (herx=-30g x = —).
2
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ANDREGRADSFUNKSJONERYV
NULLPUNKTER OG FAKTORISERING

Arbeid i par og diskuter lgsningene.
Alle ma skrive ned lgsninger.

1 Tegn grafene til felgende to funksjoner i GeoGebra:
f(x)=x>-7x+10 g(x)=(x-2)(x-5)

a Hva ser du? Hvorfor blir det slik?

b Hva er nullpunktene til de to funksjonene?
Hva er sammenhengen mellom funksjonene f og g? Forklar hva du ser!

¢ Visier at funksjonen g er skrevet pa faktorisert form. Hvorfor?

2 | det folgende skal vi studere denne sammenhengen naermere:

Funksjon pa faktorisert form | Nullpunkter Funksjon pa formen
f(x) = ax” +bx +c

h(x) =(x+1)(x+4)

e h(x) =

i() = (x - 3)(x + 2) - i) =

k() = (x - 1) - 5) _ k() =
X=

f(x) = (x + s)(x + t) _ f(x) =

Hva er sammenhengen mellom tallene s og tinne i parentesene og
koeffisientene a, b og ¢?

Matematikksenteret
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ANDREGRADSFUNKSJONERYV
NULLPUNKTER OG FAKTORISERING

3 Mange ganger kan vi trenge a faktorisere andregradsuttrykk. Det er en mate & finne
nullpunkter pa. Det er ogsa nyttig nar vi har breker eller brekfunksjoner som
inneholder andregradsuttrykk.

Faktoriser andregradsuttrykkene nedenfor ved hjelp av det du lzerte i oppgave 2:

Funksjon pa formen
f(x) = ax* +bx+c

gx)=x*+5x+6

h(x) = x>+ x-20

i(x)=x*-10x +24

Lag flere oppgaver til
hverandre:

Multipliser to parenteser
med hverandre for a lage
et andregradsuttrykk der
bare du kjenner nullpunk-
tene. La en annen elev
l@se oppgaven.

Funksjon pa faktorisert form Nullpunkter
g(x) = :
h(x) = }
ix) = X =
X=
X=
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ANDREGRADSFUNKSJONER YV
NULLPUNKTER OG FAKTORISERING

4 Tegn grafene til funksjonene f og g nedenfor og sammenlikn nullpunktene:
fx)=x*-2x-3 g(x)=2x"-4x-6
a Hva ser du? Hvorfor blir det slik? Skriv.

b Vi ma vite hvordan vi skal faktorisere et andregradsuttrykk der a ikke er lik 1.
Bruk uttrykket for g (x) ovenfor, og sett 2 utenfor parentes:

g(x) = 2( )

Sammenlikn med uttrykket for f (x). Hva ser du? Forklar.

5 Faktoriser

h(x) = 3x* + 3x - 60 = 3( )=3( ) )
k(x) = 7x* +35x+ 42 =7( )=7( ) )
m(x) = -2x* + 20x - 48 = -2( ) =-2( ) )

6 Regelen kan skrives slik:

Hvis x = p 0g x = q er nullpunktene til en andregradsfunksjon f(x) = ax? +bx +c,
kan f faktoriseres slik: f(x) = a(x - p)(x - q)

Lag to eksempler som viser at regelen stemmer.
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INTRODUKSJON TIL TRIGONOMETRI

1 Du star 50 meter unna en bygning. Nar du sikter mot toppen av bygningen,
er siktevinkelen 20 grader. Hvor hgy er bygningen? Husk & ta hensyn til din egen hayde.

2 Du star ved havet. Like i naerheten er det et flell som er 600 meter hgyt. Nar du sikter mot

toppen, er siktevinkelen 17 grader. Hvor langt er det i luftlinje fra der du star og til toppen
av flellet?

3 Lag minst 3 oppgaver fra praktiske situasjoner, der du kan bruke sinus, cosinus eller tangens
til & lese oppgavene. Lag lgsningsforslag.

Etter introduksjon av helningsvinkel
(Tan til helningsvinkelen er vertikal hgydeforskjell delt pa horisontal avstand fra ett punkt
i bakken til et annet, dvs det samme som stigningstallet til ei linje langs bakkeprofilen.)

7 X
15%

4 Du skal sykle opp en bakke. | bunnen av bakken star det et skilt som viser at helningen

pa bakken er 15 %. Bakken er 3 km lang. Hvor mye hayere over havet er du nér du har
syklet til toppen?

5 En trapp har helningsvinkel pa 30 grader. Gulvet i andre etasje er 4 meter over gulvet

i forste etasje. Hvor lang er trappa? Hvor mye lenger inn er det gverste trinnet i forhold til
det nederste trinnet?
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PYTAGORAS SETNING - ARK 1

1 Begynn med esken der brikkene ligger, slik:

a Hvorfor kaller vi de fire trekantene for rettvinklede trekanter?
Skriv med egne ord.

b Den bla firkanten i midten er et kvadrat, vi kaller den kvadratet pa hypotenusen.
Hvorfor? Skriv og forklar

@ Matematikksenteret
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PYTAGORAS SETNING - ARK 2

¢ Ta bort det bld kvadratet og fordel de gule trekantene helt tilfeldig pa kvadratet slik
som pa figuren til venstre nedenfor:

Sammenlikn arealet av det bla kvadratet pa figuren til hoyre med det rgde arealet
pa figuren til venstre. Hva kan du si om de to arealene? Skriv og forklar.

d Legg de gule brikkene utover den rede bunnen pa forskjellige mater. Vil det forandre
storrelsen pd det rade arealet? Skriv og forklar.
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PYTAGORAS SETNING - ARK 3

e Legg de gule trekantene som vist pa figuren under til venstre. Forklar hvorfor vi kan
kalle de rode kvadratene for kvadrater pa katetene. Skriv.

f Hva kan vi si om arealet av det store bla kvadratet i forhold til arealene av de to
rode kvadratene?

Forholdet mellom disse arealene gir oss en sammenheng eller en regel som gjelder for
alle rettvinklede trekanter. Den kalles Pytagoras‘setning. Skriv regelen i ruta nedenfor.
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PYTAGORAS SETNING - ARK 4

2 Eksempel:
Vi tenker oss at alle de rettvinklede trekantene har en katet som har lengde 3,

en katet som har lengde 4, og hypotenus med lengde 5.
4 3 3 4

a Hvor stort er arealet av det bla kvadratet i dette tilfellet?
b Hvor store er arealene av de to rede kvadratene?
c Stemmer regelen til Pytagoras i dette tilfellet? Skriv og forklar.
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PYTAGORAS SETNING - ARK 5

3 Figuren fra ark 4 kan hjelpe oss nar vi skal regne ut ukjente sider i en rettvinklet trekant:
Vi har fatt oppgitt arealene til kvadratene pa de to katetene i en rettvinklet trekant
slik figuren under viser:

576 m?

49 m?

a Hvor stort er arealet av kvadratet pa hypotenusen?
b Finn lengden av alle tre sidene i trekanten.

4 | en rettvinklet trekant er den ene kateten 8 cm lang og den andre kateten 6 cm.

6cm

a Hvor store er arealene av kvadratene pa de to katetene?
b Hvor stort blir arealet til kvadratet pa hypotenusen?
¢ Hvor lang er hypotenusen?

Nasjonalt senter fo




KOPIERINGSORIGINAL

PYTAGORAS SETNING - ARK 6

5 Hypotenusen i en rettvinklet trekant er 13 m lang, og den korteste kateten er 5 m.
Hvor lang er den andre kateten?

13 m
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PYTAGORAS SETNING - ARK 7

6 Vi kan bruke bokstaver for a skrive Pytagoras’ regel pa en enkel mate.
La de to katetene kalles a og b, og hypotenusen kalles c.

Skriv opp uttrykkene for arealene av de tre kvadratene:
Arealet av kvadratet pa kateten a er

Arealet av kvadratet pa kateten b er

Arealet av kvadratet pa hypotenusen c er

Skriv Pytagoras’setning ved hjelp av a, b og c:
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